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La causa de mis enormes enfados al examinar los
libros estribaba en lo infames que eran éstos. Eran
falsos. Estaban escritos con prisas. Pretendian ser
rigurosos, pero luego usaban ejemplos que casi
estaban bien pero nunca bien del todo; siempre
tenian alguna pega. A las definiciones les faltaba
precision. Todo era un poco ambiguo; los autores
no eran lo bastante listos como para comprender lo
que significa «rigor», solo lo fingian. Pretendian
enseniar algo que ellos no comprendian, y lo que es
mds, algo que, de hecho, al alumno le era
totalmente inutil en ese momento.

(Feynman, 1987, pp. 339-340)
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Resumen

En esta tesis se van a analizar y definir la dispersion y las medidas de dispersion,
se plantea como el curriculum indica que hay que trabajar las mismas, realizando un
analisis historico, posteriormente se analizan los libros de texto desde varias perspectivas,
siendo la mas amplia a través del EOS. Finalmente, se analiza el resultado de un
cuestionario que se propone a los alumnos y una encuesta a nivel andaluz para evaluar si
la estadistica se estudia en 3° de ESO o no.

Si hay que definir linealmente este trabajo, lo que se realiza es un planteamiento
del curriculum, se comprueba si los libros se adaptan a ese curriculum, y cémo trabajan
los libros los diferentes significados que éste indica, y por ultimo si a través de dichos
libros los alumnos consiguen aprender lo que el curriculum indica que deben de aprender

y si este curriculum se trabaja en clase, todo ello referido a las medidas de dispersion.
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Introduccion

Esta tesis surge tras la experiencia profesional, al darnos cuenta de la dificultad
que tienen los estudiantes para asimilar algunos conceptos estadisticos y desarrollar las
destrezas propias del area. En concreto, percibimos una especial dificultad para entender
la importancia de la dispersion, asi como para realizar el célculo de las diferentes
medidas de dispersion e interpretarlas junto a las medidas de tendencia central.

Como indica Moore (1990) la dispersion estd en el corazon de la Estadistica, ya
que sin dispersion, la investigacion Estadistica carece de sentido. En la secundaria
espafiola no se trata directamente esta nocion, sino que se estudian las medidas de
dispersion y la nocioén de dispersion a través de ellas. Asi pues, el objeto de estudio de
esta tesis seran las medidas de dispersion.

Con el cambio normativo, las medidas de dispersion se trabajan desde el curso 1°
de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO) (MECD, 2015b), sin embargo, en el
anterior marco legislativo no comenzaba el estudio de estas medidas hasta 3° de ESO
(MEC, 2007), por tanto se ha centrado la atencidon sobre como se trabajan estas nociones
en los cursos 3°y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria.

Ballman (1997) pensaba que las reformas educativas no funcionaban porque a
pesar de los esfuerzos no se estaba ayudando a comprender la dispersion y su rol en la
Estadistica todo ello a pesar de parecer un concepto sencillo; sin embargo, el concepto de
dispersion es bastante complejo. En el primer capitulo estudiaremos las dificultades, no

solo matematicas sino también semanticas, debido a la dificultad de encontrar un término



2 INTRODUCCION

que describa con precision el concepto a analizar. También se estudiaran las dificultades
matematicas debido al amplio ecosistema de expresiones y formulas aparentemente
equivalentes que describian Estepa y Ortega, (2005b) al realizar el estudio del significado
institucional de referencia de las medidas de dispersion.

Como indican Batanero, Gonzéalez-Ruiz, Lopez-Martin, y Contreras, (2015) “la
didactica sobre las medidas de dispersion es escasa, y se centra principalmente en la
forma en que los estudiantes comprenden el tema” (p. 8) por tanto, es un problema de
investigacion pertinente evaluar como se presenta la dispersion a los estudiantes en los
libros de texto para entender mejor cémo los estudiantes aprenden y perciben la
dispersion.

Con el fin de aportar nuevos resultados en los estudios de investigacion en
dispersion y sus medidas, y continuando con trabajos anteriores (Estepa y Ortega, 2005a;
Ortega y Estepa, 2005; Ortega y Estepa, 2006), que dentro del marco teérico del Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento e instruccion matematicos (EOS) fijaron el significado
institucional de referencia y pretendido en libros de texto universitarios (en los que se
puede considerar la institucion Estadistica), para las medidas de dispersiéon se van a
analizar dentro del mismo marco los libros de texto mas empleados en secundaria.

La memoria se organizara en siete capitulos que abarcaran desde la clarificacién
de los conceptos a analizar, hasta el andlisis final de los libros de texto:

En el primer capitulo se estudian los problemas que han surgido a nivel semantico
con los términos “dispersion” y “medidas de dispersion” en el desarrollo del trabajo, ya

que, aunque en castellano la cuestion es algo mas clara, al traducir la literatura de lengua
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inglesa surgen algunos problemas. Se utiliza el capitulo también para hacer una breve
descripcion de como han evolucionado estos conceptos.

En el segundo capitulo se analiza la situacion de las medidas de dispersion en el
curriculum, realizando una comparativa entre las situaciones anteriores y la actual,
teniendo en cuenta los ultimos andlisis que se han realizado sobre este aspecto, como
Batanero, Gonzalez-Ruiz, Lépez-Martin, y Contreras (2015).

En el tercer capitulo se realiza una amplia revision bibliografica sobre la
investigacion en libros de texto, donde ademas se analizan diferentes marcos teoricos que
se emplean para tal fin, siguiendo el trabajo realizado por Del-Pino y Estepa (2015), para
evaluar que marco es el mas conveniente en el estudio del problema de investigacion.

En el cuarto capitulo se analiza la investigacion previa sobre medidas de
dispersion, prestando especial atencion a aquellas mas novedosas, con el objetivo de
establecer claramente el problema de investigacion y que es a su vez una ampliacioén del
trabajo fin de master del autor de esta tesis.

En el quinto capitulo se define el marco tedrico que se va a emplear para analizar
los libros de texto, que sera el EOS, desarrollado por Godino y colaboradores a través de
diferentes trabajos desde la primera mitad de los 90, (Godino y Batanero, 1994); (Godino,
Batanero, y Font, 2007) y que provee de una herramienta para analisis de libros de texto
llamada GROS (Godino, Rivas, Castro, y Konic, 2008) para acabar definiendo el

problema de investigacion y los objetivos e hipotesis de esta tesis.
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En el sexto capitulo se realiza la investigacion en libros de texto de educacion
secundaria obligatoria. Se analiza la presentacion de las medidas de dispersion en una
muestra de 12 libros de texto de Matematicas, dirigidos a estudiantes de tercer y cuarto
curso de Educacion Secundaria Obligatoria. Se estudian los objetos y significados
definidos en el enfoque ontosemiotico, identificando las principales variables que los
afectan, y comparando entre libros de la misma modalidad de 4° de ESO y entre
modalidades, se identifican algunos conflictos semioticos potenciales.

En el séptimo capitulo se evaluara el conocimiento de una muestra de estudiantes
sobre las medidas de dispersion. Para ello se utilizara un cuestionario elaborado con
preguntas refrendadas en otros estudios. Al ser un estudio con menores de edad se tendra
en cuenta obtener el permiso de padres y alumnos y el visto bueno de la gestion de
cuestionarios y consentimiento por parte del comité de ética de la Universidad de Jaén.
Ademas, se realizara una encuesta a nivel andaluz para tener una percepcion clara acerca
de si las unidades de estadistica se trabajan en 3° de ESO o no.

En el octavo y ultimo capitulo se estableceran las conclusiones de este estudio,
como afectan a la ensefanza, como afectan a la investigacion y las lineas abiertas para
futuros estudios y/o tesis doctorales.

La memoria finaliza con las referencias y el apéndice del informe de la comisioén

¢tica de la Universidad. Asi como una breve biografia del autor de la tesis.



TESIS DOCTORAL

JESUS DEL PINO RUIZ



Si no hubiese variacion, no habria
necesidad ni de Estadistica ni de
estadisticos.

(Snee, 1999)

Capitulo 1
Qué son la dispersion y las medidas de dispersion
1.1. Introduccion
Como indican Watson y Kelly (2008), el vocabulario y el significado que damos a
los términos que se emplean en Estadistica es fundamental para la comprension de lo que
¢éstos suponen y de como se aprenden.

La relacion entre el lenguaje y la comprension del sujeto (en este caso la Estadistica) es

compleja. La mayoria de los educadores creen que el desarrollo de los dos ocurre a la

vez. (El aprendizaje del lenguaje apropiado ayuda a entender la Estadistica? ;O el
aprendizaje sobre el contenido estadistico ayuda en el desarrollo del uso apropiado del

lenguaje? (Watson y Kelly, 2008, p.741).

Por tanto, es importante comenzar el estudio de un concepto y su ensefianza
delimitando el vocabulario y tratando de definirlo de la mejor manera posible. A lo largo
del andlisis que se realizard en este capitulo se observard que esta tarea no es siempre
sencilla, sobre todo en el habla inglesa, que genera multitud de confusiones debido a la
polisemia de sus términos y el como se emplean en diferentes contextos, como la vida
cotidiana y el contexto escolar.

En una primera aproximacion se puede definir la dispersion como “la diferencia
entre el valor observado y el verdadero valor del fendémeno en cuestion” (Hald, 1998,

p.33). Es facil entender desde esta definicion que sin esta diferencia no seria necesaria la

Estadistica y por tanto se puede coincidir con numerosos autores en que la dispersion esta
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en el corazon de la Estadistica y que es su razéon de ser. (Moore y Cobb (1997), Gould
(2011), Meletiou (2002), Meletiou-Mavrotheris y Lee (2002), Snee (1999), Wild y
Pfannkuch (1999), Pfannkuch y Wild (2004), Shaughnessy (1997)). En palabras de Harris

(2005),

La Estadistica, como disciplina, existe a causa de la variabilidad. Si no hubiese

variabilidad, el universo seria determinista y no habria necesidad de métodos estadisticos

(Harris, 2005, p. 1).

Como se ha indicado en la introduccion, el objeto primario de estudio de esta tesis
es la forma en la que se mide la dispersion y como se trabaja este concepto en secundaria,
pero como se ve entran en juego otros términos, como variabilidad y variacion. En este
capitulo se va a describir el objeto de estudio, y se hard desde varias perspectivas,
semantica, histdrica y social. Para ello, lo primero que se va a hacer, es tratar de mostrar
las definiciones de dispersion y medidas de dispersion. Y estudiar los posibles conflictos
que surgen a la hora de definir estos conceptos. Posteriormente se realizard una revision
historica de como estos conceptos han ido surgiendo y evolucionando.

1.2. Definicion de dispersion y medidas de dispersion

Se van a analizar ambas definiciones tanto en castellano como en inglés con
diferente profundidad. En primer lugar, analizandolas en diccionarios comunes, para ir
ahondando en el concepto a través de diferentes diccionarios especializados y literatura

Estadistica y de Did4ctica de las Matematicas.
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QUE ES LA DISPERSION Y LAS MEDIDAS DE DISPERSION EN ESTADISTICA

1.2.1. Definicion en castellano.

Se comienza analizando el significado habitual de los términos que atafien a
nuestro analisis. Para ello se indican los significados que da el diccionario de la Real
Academia Espafiola (R.A.E.), que difieren algo del sentido matematico. Por ejemplo, en
Estadistica un conjunto de elementos seria una muestra. El término medidas de dispersion
no viene en el diccionario de la R.A.E, pero podemos encontrar el término dispersion.

Dispersion: 4. f. Mat. Distribucion estadistica de un conjunto de valores.

(«Real Academia Espafiola de la Lenguay, 2015).

Medidas de dispersion es un término compuesto, en consecuencia, se recurre a

otras fuentes de consulta como la enciclopedia online EcuRed.

Medidas de dispersion: Parametros estadisticos que indican como se alejan los datos

respecto de la media aritmética. Sirven como indicador de la variabilidad de los datos.

Las medidas de dispersion mas utilizadas son el rango, la desviacion estandar y la

varianza («EcuRed. Enciclopedia colaborativa cubanay, 2010).

Sin embargo, como se indicaba anteriormente, los diccionarios comunes no son el
mejor lugar para buscar el significado técnico de un término, pero si que dan una
aproximacion al sentido que a estos términos les da la poblacion en general y los
estudiantes en particular, siendo un primer acercamiento a un sentido mas profundo que
se obtendra en diccionarios especializados, como lo son los matematicos y los
estadisticos.

Un diccionario de Estadistica en espafiol es el de Sierra Bravo (1991), en dicho

diccionario los términos “dispersion” y “medidas de dispersion” aparecen en la misma

entrada del siguiente modo.
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Dispersion del latin dispergere: esparcir

En un conjunto de datos estadisticos, dispersion es el esparcimiento, alejamiento, variacion o
desviacion de unos datos respecto a los otros en relacion a su valor medio. El grado de
dispersion se mide en Estadistica mediante las medidas de dispersion, desviacion o variacion.
Estos indices constituyen el complemento de las medidas de tendencia central o promedios.
En relacion a ellos, pretenden medir el grado de aproximacion con que la medida de
tendencia central representa al grupo (Sierra Bravo, 1991, p. 198).

A continuacion, se van a describir ambos términos tal y como aparecen en otros

diccionarios matematicos.

Dispersion: Una medida de dispersion es una forma de describir lo dispersas o separadas
entre si que estan las observaciones de una muestra. El mismo término se aplica de forma
similar a una variable aleatoria. Las medidas de dispersion mas corrientes son el rango, el
rango intercuartilico, la desviacion absoluta media, la varianza y la desviacion tipica. El
rango puede verse afectado por escasos valores muy altos o bajos y la desviacion absoluta
media es incomoda debido a los valores absolutos. La desviacion tipica viene dada en las
mismas unidades que los datos, y es el parametro usado con mas frecuencia, aunque
también puede ser util el rango intercuartilico cuando se emplea la mediana como medida
de localizacion (Clapham, 1998, p.107).

El segundo diccionario que se puede utilizar es el Diccionario de Matematicas de
Norma Editorial, en este diccionario, al igual que en el anterior, la dispersion y su medida

vienen fundidas en una sola entrada.

Dispersion: Es toda medida de la separacion de un grupo de numeros alrededor de su
valor medio. La amplitud, la desviacion tipica y la desviacion media son todas medidas
de dispersion («Diccionario de Matematicasy», 2001, p.67).

También se puede considerar como fuente de documentacion la propia disciplina,
por tanto, un lugar donde se puede buscar son los libros de Estadistica, un ejemplo podria
ser la siguiente definicion:

A la mayor o menor separacion de los valores respecto a otro, que se pretende que sea su
sintesis, se le llama dispersion o variabilidad (Martin-Guzman y Martin, 1993, p.57).
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Se aprecia en las diferentes definiciones que se han proporcionado en este
apartado, que en general, es dificil encontrar una definicion de dispersion y de medidas
de dispersion diferenciada en castellano, ya que son dos conceptos que en la mayoria de
la literatura de nuestra lengua aparecen conjuntamente y no por separado.

1.2.2. Definicion en inglés.

La mayor parte de la bibliografia consultada es en lengua inglesa, la traduccion
natural de los términos dispersion y medidas de dispersion deberia ser, para dispersion, el
término “spread” o “dispersion” y para medidas de dispersion, el término ‘“‘spread
measurements”, o bien, “measure of spread”.

Encontrar el significado de “dispersion” en multitud de diccionarios
especializados es sencillo, por ejemplo, en el diccionario estadistico Cambridge aparece:

La cantidad que un conjunto de observaciones se desvia de la media. Cuando el conjunto
de observaciones estd muy cerca de la media, la dispersion es menor que cuando estan
dispersas ampliamente con respecto a la media (Everitt y Skrondal, 2010, p.139).

En una enciclopedia de Estadistica también se puede encontrar la definicién de

medidas de dispersion:

Una medida de dispersion permite describir un conjunto de datos concerniente a una

variable particular, dando una indicacion de la variabilidad de los valores dentro de la

coleccion de datos. La medida de la dispersion completa la descripcion dada por una

medida de tendencia central de una distribucion (Dodge, 2008, p.341).

Asi pues, una medida de dispersiéon no solo cuantifica la variabilidad de un
conjunto de datos o de una distribucidn, sino que también es necesaria para completar la

descripcion de éstos. Por tanto, diferentes medidas de dispersion la cuantificaran de

manera diferente y completaran la descripcion o el resumen de un conjunto de datos de
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forma diferente, de la misma manera que diferentes medidas de centro (como la media, la
mediana o la moda) dan informaciones diferentes.

Sin embargo, al leer textos cientificos de Didactica de las Matematicas se
encuentra que la realidad dista mucho de esta situacion ideal de traduccion y se debe a
varios motivos.

Respecto a la dispersion, en inglés existe una discusion de indole 1éxica acerca de
los vocablos que serian equivalentes a dispersion en espafiol, que son “spread” y
“dispersion.” En Kaplan, Fisher, y Rogness (2009) y Kaplan, Rogness, y Fisher (2012) se
analiza este hecho, especialmente en el segundo donde dan las siguientes tres razones
para el abandono del término “spread”:

(1) “spread” ya tiene una multiplicidad de significados y solo algunos de ellos
relacionados con la dispersion; (2) el conocimiento previo del estudiante de la palabra
“spread” estd unida mas cercanamente a significados que producen malentendidos y
conceptos erroneos; y (3) los estudiantes no demuestran comprender la palabra “spread”
al final de un curso estadistico de un semestre (p. 57).

Los motivos aducidos, pues, son: la polisemia ya que el término “spread” cuenta
con al menos 25 significados en el diccionario Oxford (Kaplan etal., 2012), los
conocimientos previos y la persistencia de esos conocimientos previos. Los autores
sugieren que la mejor salida para evitar posibles problemas de comprension por parte del
alumnado es el empleo del término “variability” como sindnimo de los términos “spread”
y “dispersion”.

Se encuentra pues, que en la literatura de nuestra area se ha abandonado el uso de

los términos “spread” o “dispersion” y “spread measurements” a favor de los términos
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“variability” y “variation” que son los que se presentan en la mayoria de los textos
cientificos. Sin embargo, la traduccion de estos términos no estd tampoco exenta de
discusion ya que no esta clarificada, generando que en ocasiones se intercambien como
indican Estepa y Ortega (2005b) “podemos decir, sin creer equivocarnos, que el uso
indistinto de “variabilidad”, “dispersion” y “variacién” es también una constante en la
literatura en espafiol” (p. 174).

Por tanto, en el siguiente apartado se van a analizar las posibles traducciones de
“variability” y “variation” y los problemas que presentan.

1.3. Los términos variability y variation y su traduccion al castellano

En este apartado se recoge el testigo del anterior y se tratard de definir los
términos que mas se emplean en la literatura del area en inglés y sus traducciones al
espafiol. Estas dos nociones, su traduccion, y los fendmenos que tratan de explicar vienen
ampliamente comentados en Estepa (2013). Asi pues, en este apartado se resumiran
algunas de las ideas presentadas en ese articulo, sobre todo las referentes a la
terminologia y su uso en esta tesis.

1.3.1. Definicion en diccionarios de lengua inglesa.

Se comenzara continuando la linea anterior, definiendo estos términos en su uso
comun, que en muchas ocasiones no tiene mucho que ver con su uso en matematicas o en
disciplinas mas especificas como la Didactica de la Matematica.

Para ello se busca en el diccionario Oxford de lengua inglesa el significado de
ambos términos.

Variability (variabilidad):1. El hecho de que algo puede variar. Ej. La variabilidad del
clima o un grado de variabilidad en el tipo de cambio.
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Variation (variacion): Un cambio en el valor de una funcion debido a pequefios cambios
en el argumento o argumentos de esta (Simpson y Weiner, 2016).

1.3.2. Definicion en diccionarios matematicos y estadisticos.

Al igual que en castellano, en la blisqueda de un significado mas profundo se
acude a varios diccionarios especializados en lengua inglesa. Sin embargo, en la mayoria
de los escritos es muy dificil encontrar definidos estos términos, por tanto, se recurre a
algunos especializados online, como el de las universidades de Rice, Houston Clear Lake
y Tufts:

Variability (variabilidad): La variabilidad se refiere a como se "esparce" un conjunto de
datos (Lane, 2016).

Otra definicion se puede encontrar en www.statisticshowto.com dirigida por la

profesora Deviant:

Variability (variabilidad): La variabilidad (también llamada dispersion) se refiere a como
se extiende un conjunto de datos. La variabilidad te ofrece una manera de describir
cuanto varian los conjuntos de datos y te permite utilizar la Estadistica para comparar tus
datos con otros conjuntos de datos (Deviant, 2015).

En otros textos de Estadistica, como el de Weisberg (1992) de la Universidad de
Ohio, se encuentra una definicién un tanto informal del otro término buscado:

"La variedad es la especia de la vida", o, como dicen los franceses, "vive la différence".
Los estadisticos coinciden en que el estudio de la variedad y las diferencias es de lo que
se trata la Estadistica. "Ciencia de la variacion". El concepto de variacion enfatiza que
una variable interesante es aquella que varia, de tal manera que no todas las
observaciones tienen la misma puntuacion para la variable. (p.1)
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1.3.3. Definicion de la Didactica de la Matematica.

En la literatura espafiola e inglesa se intercambian los significados de estos
conceptos, lo que es incorrecto. Como indican Makar y Confrey (2005), el término
variacion “en los estudios de investigacion se considera como evidente, con un
significado de sentido comun, y se deja sin definir” (p. 28).

Una de las definiciones que parece mas descriptiva es la de Phatak y Robinson
(2005), “usamos la palabra variabilidad para describir una situacion en la cual las
observaciones o las medidas deberian ser las mismas, pero no lo son” ( p. 1).

Sin embargo, en muchos articulos, libros y actas de congresos de Didactica de la
Matematica en inglés los términos se intercambian, como si fuesen sindnimos, de esto
dan cuenta Ben-Zvi y Garfield (2004a), que indican que esta intercambio se da de manera
indiscriminada, produciéndose cierto abuso, algo que ademas se podia ya percibir en el
apartado anterior al ver como se definen ambos términos.

Se han dado algunos intentos de frenar esta situacion, por ejemplo, Makar y
Confrey (2005) hacian un esfuerzo por definir el concepto de variacion, indicando que
“en palabras sencillas, variacion es la cualidad de una entidad (una variable) de variar,
incluida la variacion debida a la incertidumbre” (p.28). Sin embargo esta definicién no
termina de cerrar el debate, hasta tal punto que en articulos posteriores como Peters
(2011) se sigue manteniendo el uso indiferente de ambos términos.

Reading y Shaughnessy (2004) dan una definicién de ambos términos, “variaciéon
es un nombre usado para describir el acto de variar o de condicién cambiante, y

variabilidad es una forma nominal del adjetivo variable, lo que significa que algo es
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propenso o tendente a variar o cambiar” (p. 201), profundizando mas adelante, ‘el
término variabilidad serd entendido como la caracteristica de una entidad que es
observable, y el término variacion para referirse a la descripcion o medida de esta
caracteristica” (Reading y Shaughnessy, 2004, p.201). Debido a que se pretenden
mantener las traducciones se utilizaran tal y como vengan en los textos a traducir, aunque
lo correcto es usar los términos “variabilidad” y “variacién” en este sentido, variabilidad
como sinénimo del fendémeno de dispersion, es decir, una caracteristica del sistema, y la
variacion como la medida de dicha caracteristica o, en otras palabras, como medida de
dispersion.

1.3.4. Significado de las medidas de dispersion y principales medidas.

Segun Estepa y Ortega (2005a) podemos distinguir dos sentidos o significados de
la dispersion en el estudio del significado, la dispersion referencial que es la que se mide
tomando como referencia una medida de promedio y la dispersion intrinseca que es la
que se mide comparando unos datos con otros. Sin embargo, ambos tipos son
equivalentes como indicaban los autores,

Aunque conceptualmente son distintas, cuando se miden son equivalentes, ya que se
puede demostrar que el promedio del cuadrado de todas las diferencias entre dos datos de
un conjunto es igual a dos veces la varianza de ese conjunto de datos. (p.6)

Por tanto, puede parecer indiferente si consideramos la dispersion como
referencial o intrinseca ya que numéricamente se puede pasar de una a otra facilmente,

sin embargo, su sentido e interpretacion si que son diferentes.
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A continuacidn, en la tabla 1 se muestran las principales medidas de dispersion de

ambos tipos que hay.

Tabla 1. Resumen de las principales medidas de dispersion, su significado y

expresion.

Medida de dispersion Significado Expresion

Rango Amplitud en la que varian los R =Max - Min
datos.

Cuartil El cuartil k-esimo (k =1, 2, 3) Q1, Q2, Q3

Rango intercuartilico

Coeficiente de variacion

Varianza

Desviacion tipica

Desviacion absoluta

sera el valor de la variable que
deja menores o iguales que ¢él
kN/4 valores de la variable.
Diferencia entre el tercer y el
primer cuartil

Relacion entre la desviacion
tipica y la media aritmética del
conjunto de datos

La varianza mide la dispersion
de los valores en torno a la
media

La wvarianza se mide en
unidades cuadradas, por tanto,
no queda expresada en la
misma unidad que la media,
por ello se puede utilizar su
raiz cuadrada

Es la media de los valores
absolutos de la dispersion con
respecto a la media

[
D, :N%:‘Xi—X‘

Las expresiones de la varianza y la desviacion tipica estan divididas por n -1 para

ser un estimador insesgado (el parametro verifica la esperanza media del parametro a

estimar) de la varianza de la poblacion. En una muestra, la desviacidon tipica se

caracteriza por la varianza y la desviacion tipica muestral, s> y s, en la poblacion por

dichos parametros con caracter poblacional, 6> y 6 (Moncho, 2014).

Como nos indica Loosen, Lioen y Lacante (1985) y mas concretamente Gordon,

(1986) existe una relacion entre la varianza y la media del cuadrado de la diferencia de
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todas las medidas entre si. Por tanto, se puede calcular no solo como dispersion en torno a
la media, sino también como dispersion de las medidas entre si.

Cada una de ellas aporta una informacion diferente e interesa para segun qué
coleccion de datos, esto hace mas complicada la comprension del fenomeno de la
dispersion. Ademads de estas medidas existen algunas con respecto a la mediana, que no
se incluyen por no ser muy usuales.

1.3.5. Analisis final de los conceptos.

Se observa a lo largo de estos apartados que la variabilidad es un concepto
amplio, pues se puede referir, por ejemplo, también a las diferencias existentes entre los
valores de una variable determinista en analisis; es decir, no es exclusiva de la
Estadistica, mientras si lo es la dispersion. Sin embargo, cuando se haga referencia a la
variabilidad se hard en el sentido aleatorio.

Por dispersion se entiende la variabilidad aleatoria respecto a una medida de
posicion central (o respecto a un modelo, en general) de una distribucion de datos o de
probabilidad.

Todo este andlisis se realiza con dos objetivos, uno es dar cuenta de la dificultad
que entraia el concepto en otras lenguas, debido a la dificultad de la terminologia, ya que
cuando el lenguaje es ambiguo es dificil trabajar sobre la nocién que entrafa. Otro
objetivo es hacer notar que la traduccion de documentos no es sencilla por el uso
indiscriminado de términos que segiin unos autores son sinénimos y segun otros no, y

cada uno los usa en un sentido.
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En castellano, en realidad, no se tiene el problema de polisemia del término
dispersion que se comentaba en el apartado 1.2.2., por tanto, no se encontraran tantos
problemas como se han introducido en los apartados posteriores y se podrd usar
diferenciada y claramente los conceptos dispersion y medidas de dispersion.

1.4. Caracteristicas de la variabilidad aleatoria.

Una vez que se ha aclarado la terminologia, se profundizaré en el concepto, y en
qué genera esta variabilidad aleatoria.

Moore y Cobb (1997) indican que uno de los principales motivos por los que la
Estadistica es necesaria es por la omnipresencia de la variabilidad, efectivamente, esa es
una de sus cualidades, la omnipresencia, a continuacion, se analizan todas:

e Omnipresencia: la variabilidad estd presente en todos los actos de la vida
cotidiana, es decir, no existen dos medidas iguales de un evento ni dos productos
iguales obtenidos de un procedimiento mecanico, ademés de endémica del
sistema la variabilidad puede ser inducida en la recogida de datos a través de la
medida, de la muestra o accidentalmente.

e Tiene consecuencias practicas: a causa de la variabilidad es dificil establecer
modelos predictivos, para ello se tienen que crear modelos estadisticos basados en
el principio de erradicar el “ruido” creado por la variabilidad.

e La Estadistica da una forma de entender la variabilidad.

Ante este fendmeno que se da en todos los aspectos de la vida, que nos afecta,
pero que se puede entender, segun Wild y Pfannkuch (1999) se pueden tomar tres tipos

de actitud o de respuesta:
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Ignorarla: efectivamente, se puede hacer como que la variabilidad no existe.

2. Permitirla: si se considera y se permite en el sistema da la posibilidad de anticipar

el disefio de los sistemas, productos, etc., ... para que se vean lo menos afectados
posibles por ella.

Cambiar el patron (controlarla): se pueden buscar relaciones entre variables de
manera que se controle la variabilidad, si esto no es posible se puede estimar el
grado de variabilidad y trabajar con ello. Esto se puede hacer en ciertos ambitos,
por ejemplo, en las tallas de ropa o en las de zapatos.

En vista de esto, lo ideal cuando se plantea un experimento es que se sea capaz de

explicar, predecir y controlar la variabilidad, pero para explicar la variabilidad se debe

comprender por qué ocurre, asi, a continuacion, se identificaran las fuentes de

variabilidad, subrayando la importancia de conocerlas.

Segun Franklin et al. (2007) las fuentes de la variabilidad se pueden clasificar

segun cuatro criterios:

1.

Variabilidad en la medida: si se repiten varias veces una medida de un mismo
hecho o evento las mediciones variaran entre si. Puede deberse a cambios en el
ambiente o en las circunstancias de la media, pero principalmente la variabilidad
en la medida tiene dos posibles fuentes, puede provenir del instrumento de

medida o de la persona que mide.
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a. Herramienta de la medida: Las herramientas de medida tienen un limite,
no pueden medir de forma infinitamente precisa, es un problema
tecnologico y se puede anticipar.

b. Persona que mide: Son numerosos los errores que puede cometer una
persona midiendo, pero se destacaran dos, mal posicionamiento y de
lectura o paralaje. Estos errores se pueden reducir tecnologicamente
escogiendo métodos de medida en los que se minimiza el papel de la

persona que mide.

2. Variabilidad natural: si se repite una misma medida en diferentes especimenes de

una misma especie, o individuos la medida varia. Los individuos son diferentes,
por ejemplo, si se mide la altura o el peso de los alumnos de un aula, dificilmente
coincidiran.

Variabilidad inducida: la variabilidad se puede inducir también. Por ejemplo, si se
plantan una serie de semillas en dos lugares diferentes se tendrd por un lado la
variabilidad natural debida a que las semillas son diferentes, pero se induce un
nuevo elemento de variabilidad al plantarlas en terrenos diferentes (con clima,
terreno, horas de sol, ... diferentes), al utilizar fertilizantes diferentes, al cuidarlas
de manera diferente, por tanto, a la variabilidad natural se le han introducido
nuevas variables que generaran una variabilidad inducida.

Variabilidad en el muestreo: el mejor ejemplo que se puede poner acerca de este
tipo de variabilidad es el de los sondeos electorales, si se seleccionan dos

muestras diferentes para realizar un sondeo en el que se pida el partido politico al
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que se va a votar, en ambas muestras se tendran resultados diferentes. Una de las

dificultades que suele presentarse en un experimento es escoger una muestra que

represente apropiadamente a la poblacion completa dentro de una variabilidad
conocida.

Wild y Pfannkuch (1999) agrupan las fuentes de variabilidad de una forma
diferente:

1. Real: caracteristica del sistema o elemento a medir, seria comparable a la
variabilidad natural que se enunciaba anteriormente.
2. Inducida: que divide a su vez en tres causas.
a. De medida: es igual que la variabilidad de medida enunciada
anteriormente.
b. De muestra: es igual a la variabilidad de muestreo enunciada
anteriormente.
c. Accidental: en este caso la variabilidad vendria inducida por una mala
eleccion de la coleccion de datos o del procedimiento para tratarlos.

Por tanto, cuando se plantea un experimento hay que ser capaz de explicar cuales
van a ser las fuentes de variabilidad y predecirlas si no nuestro experimento no arrojara
un resultado correcto. Para cuantificar el impacto de la variabilidad en el experimento se
tienen, precisamente, las medidas de dispersion.

Una vez que se explica y predice la variabilidad existen técnicas para controlar las

fuentes de variabilidad en nuestros experimentos que vienen dadas por la Estadistica.
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Como ejemplo, para reducir la variabilidad en la medida debida al aparato de medida se
aplica la teoria de errores, que viene ampliamente explicada en la mayoria de libros de
ciencias de primer curso universitario y en libros especificos como Guerrero y Diaz
(2007), mientras que para controlar la dependiente del sujeto que mide se realiza una
formacién adecuada de los técnicos de laboratorio e investigadores en general. Para
controlar la variabilidad en el muestreo existen programas informaticos que
introduciendo la poblacion y las caracteristicas que se desean medir dan las
caracteristicas de una muestra representativa con un porcentaje de certeza (95% 6 99%
dependiendo del caso.) Sin embargo, con la variabilidad natural se tiene que convivir. En
ocasiones se podrd reducir (que no eliminarla) en determinados experimentos como
indica Utts (2014) en un ejemplo de experimento médico en el que reduce el efecto de la
variabilidad natural en el resultado utilizando un doble procedimiento ciego y realizando
numerosas medidas de un mismo hecho para reducir la variabilidad, aunque en otras
ocasiones no se pueda reducir se puede cuantificar a través de las medidas de dispersion.

Algunas de estas técnicas de reduccion o control de la variabilidad se basan en
medidas de dispersion, esto se puede ver en Zuiiga (s. f.), Bureau International des Poids
et Mesures (s. f.) o en Bich, Cox, y Harris (2006) donde se toma como referencia la
desviacion tipica para la eleccion del nimero de medidas a tomar en un experimento,
aumentando el nimero de medidas si la desviacion tipica es alta (para evaluar si es alta
utilizan el coeficiente de variacion).

Por tanto, se puede decir, que las medidas de dispersion ayudan a controlar y

explicar la variabilidad aleatoria en procesos experimentales.
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1.5. Desarrollo historico de los conceptos de dispersion y medidas de dispersion

Una vez analizados la situacion actual de los conceptos de variabilidad aleatoria y
dispersion lo primero que se puede preguntar es como y cuando se descubrieron los
fendémenos asociados a la variabilidad y como decidieron cuantificarla. A estas preguntas
trata de dar respuesta este apartado.

Los primeros que se encontraron con este problema son los Babilonios hace 2300
afios en diferentes estudios astrondmicos, estudiando la posicion de algunos objetos
celestes. Puede que se encontraran antes con este problema muy posiblemente en la
agrimensura también, al no ser las herramientas de medida homogéneas y las referencias
ser antropomorficas, personas diferentes o una misma persona tomaria medidas diferentes
y tendrian que buscar un criterio para resolver estas disputas, pero esto no estd
documentado y tan s6lo es una suposicion.

Entre los afios 500 y 300 a.C. los astronomos babilonios desarrollaron teorias que
predecian el movimiento del sol y otros astros, pero para los pardmetros basicos
necesitaban una correlacion entre observacion y prediccion y aqui surge el problema
Pearson, Kendall, y Plackett (1970), relatan que el problema inicial surge en torno a la
media, pero evidentemente derivado del problema de la media surge el de la dispersion
ya que la media es necesaria calcularla cuando se tienen diversas medidas de un mismo
hecho que no dan el mismo valor, de los babilonios sélo se sabe que se encontraron con
el problema, pero la historia que llega de ellos a través de las piedras con escritura

cuneiforme no da informacidn acerca de como lo resolvieron.
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En el mismo texto se introduce también el caso de Hiparco, que investigaba el
paso del sol por un punto durante el solsticio y descubrié desigualdades y entonces se

cuestion6 sobre si el afio tropical es constante o no, sin embargo, ¢l tenia en cuenta su

. . ’ 1 , e, .
error en la medida, que cuantificé6 como " de dia, para esto utiliz6 el semi — rango de sus

observaciones, en las que ¢l fijaba una variacion maxima de " de dia. (Pearson et al.,

1970). Como se puede ver tuvo la necesidad de caracterizar su error, ya que se percato de
que no obtenia la misma medida en cada ocasion y que esto no dependia en si del hecho
de que el sol no pasase por el mismo punto, sino de la inexactitud de sus herramientas de
medida. Es el primer uso de una medida de dispersion que esta documentado, y aunque lo
hace de manera un tanto rudimentaria, la intencion es clara.

Sin embargo, no es hasta el afio 1600, en el que Galileo (1564 — 1642) hace la
primera descripcion matematica del error, en la que describe la distribucion del error
como simétrica, tal y como indica Salinero (2006),

La principal contribucion de Galileo a la teoria de la Probabilidad fue la creacion de la

teoria de la medida de errores. Segin Galileo, los errores de medida son inevitables y los

clasifico en dos tipos: los errores ‘sistematicos’, debidos a los métodos y las herramientas

de medida; y los errores ‘aleatorios’, que varian impredeciblemente de una medida a

otra” (p. 2).

Ademas, Galileo dijo que estos valores se agrupaban alrededor de un “valor
verdadero” en el que ya se intuye el concepto de media. Se puede considerar que Galileo
puso la primera piedra para la construccion de la Estadistica. Asi pues, Galileo fue quien

realizo la primera discusion seria acerca del error, como resumen de esta discusion se

plantean las siguientes propiedades del error aleatorio:
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La distancia de una estrella desde el centro de la Tierra es descrita por un solo numero, la
distancia real.

Todas las observaciones son sensibles al error debido al observador, a los instrumentos y
a las condiciones de la observacion.

Las observaciones estan distribuidas simétricamente alrededor del verdadero valor, que
es el cero de la distribucion simétrica de errores.

Los errores pequefios son mas frecuentes que los grandes.

Los errores aleatorios de las observaciones nos llevan a errores aleatorios de una funcion
de las observaciones que pueden ser grandes, incluso si los errores de observacion son
pequetios (Hald, 1998, p. 33).

Galileo no especifico ninguna ley de errores, pero por ejemplo de lo anterior se
infiere que existe una cota superior del error. En la misma obra se dice acerca de la cota

del error:

El modelo de medida de errores es un modelo biparamétrico que envuelve un parametro

localizado, el valor verdadero, y un parametro de escala. Analizando la distribucion de la

media de errores los primeros probabilistas normalmente asumian que la cota superior del
error es conocida, esto significa que el parametro de escala es conocido. La asuncion de
una cota finita para el error cred numerosas dificultades para el analisis matematico de la

distribucion de la media” (Hald, 1998, p. 34).

Entre los siglos XVI y XVIII diversos cientificos y matematicos estudian la
distribucion de las medidas, lo que se puede considerar como el estudio de la variabilidad
de los errores de medida, que en la literatura se ha llamado “las leyes de error”.

Las leyes del error primero se suponen de rango limitado, a finales del siglo
XVIII se consideraran con rango ilimitado.

Asi pues, no es hasta el siglo XVIII cuando algunos autores comenzaron a

plantearse como se distribuirian las medidas y a plantear posibles distribuciones para el

€Iror.
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En 1722 se publicé péstumamente la obra de Roger Cotes (1682 — 1716) “Opera

Miscellanea” que contiene un articulo con un método para determinar el resultado mas

probable de un nimero de observaciones, esta es la primera obra en la que se considera la

teoria de errores. Més tarde, en 1755 (aunque la publicacién de los resultados fue en

1756), Simpson (1710 — 1761) publico los axiomas que dicen que los errores positivos y

negativos son equiprobables y da una distribucion de probabilidad del error que estd

acotada.

En esta época se consideran varios tipos de distribucion (limitadas e ilimitadas,

continuas y discretas) que siguiendo el desarrollo de Eisenhart (1983a) y de Estepa y Del-

Pino (2013) se exponen a continuacion:

1.

Distribucién rectangular o discreta uniforme: es de rango limitado y fue Simpson
en 1756 quien la propuso y pertenece a las de rango limitado ya que esta definida
en el intervalo [-v, v]. La idea es tomar los errores posibles como —v, —v+1, ..., -
2,-1,0, 1,2, ..., v-1, a, todos ellos con la misma probabilidad. Siendo cada uno
de los valores de los errores considerados, es decir, si v es el verdadero valor y x

es el valor observado, entonces e = x-v pertenece a [-v, v] La expresion, general

de la funciéon de probabilidad seria P.[X = x] = 2v1+1 con x = [-v, V], si se

considera v =5 se obtiene el grafico de la figura 1.
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-4 -2 2 4

Figura 1. Distribucion rectangular para v=35

2. Distribucion discreta triangular isdsceles: un intento de mejora de la distribucion
anterior vino también de la mano de Simpson casi al mismo tiempo que la
anterior, en este caso supone que los errores toman los valores enteros 1, 2, ..., v-

1, v, v+1, .2, 1, y las probabilidades se calcularian mediante la formula: P.[X =

6—|x|
36

| = @k

wrne > on X = [-v, v] para v =5, se tiene, PIX =x] =

, cuya

representacion grafica se observa en la figura 2.
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Figura 2. Distribucion discreta triangular isosceles para v=>5

Distribucidon continua triangular isosceles: Simpson, un ano después, partiendo
de la distribucion discreta triangular tomando valores —kv, -k(v-1), ..., -k, 0, k,
..., k(v-1), kv con probabilidades proporcionales a 1/k, 2/k, ..., v/k, (v+1)/k, v/k,
..., 2/k, 1/k y haciendo los limites k > o y v = 0 con kv — a obtuvo la

distribucion continua triangular isosceles que pertenece al grupo de las limitadas

a—|x|
a2

continuas. La funcion de distribucion queda definida como f,(x) = con

—a < x < a paraa=1 se tiene f,(x) =1 — |x|, cuya representacion grafica se

muestra en la figura 3.
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1.0 {05 0.5 1.0

Figura 3. Distribucion continua triangular isosceles para a=1.

4. Distribucion rectangular continua o uniforme continua: Siguiendo las ideas de
Simpson y partiendo del método de generacion de funciones de probabilidad de
De Moivre! — Simpson, Lagrange extendio esta idea a funciones continuas
después de reproducir los resultados de Simpson con funciones discretas. De esta
forma por el paso al limite como se ha visto en el caso anterior obtiene los
resultados para las correspondientes distribuciones continuas triangular y

uniforme, presentando esta ultima en 1776. En la figura 4 se da una

! De Moivre (1667 — 1754) trabajo en el calculo del error profundamente en el libro “La doctrina de
la probabilidad” (1718), en él desarrolla el primer método para calcular la probabilidad de un error de un
tamafio determinado, cuando el error se expresa en términos de la variabilidad de la distribucién como
una unidad, y la primera definicién de la probabilidad del error de un célculo. Algo curioso sobre la vida de
Abraham de Moivre es que acerto el dia de su muerte, cierto dia se percaté de que dormia 15 minutos
mas diarios y predijo que su muerte seria el dia que durmiese 24 horas, efectivamente asi fue y murio el
27 de noviembre de 1754.
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.y , . . .y . . 1
representacion grafica de la distribucion uniforme continua f,(x) = —» con

—a < x < bparaa=2yb=3.

04 -

03

0.1r

f2 i1 1 2 3

Figura 4. Distribucion rectangular continua o uniforme continua con a=2 y b=3

5. Distribucion semi-circular continua: Lambert (1728-1777), a través de sus

observaciones en fenomenos Opticos, estudié la forma de la distribucién de error

de forma experimental y tedrica y partiendo de una serie de hipotesis propone la

distribucion  semi-circular.  f,(x) = # a?—(x—w? pu—as<x<a+pu

(Hald, 1998) Si se hace u=0 y a=I1, queda la figura 5. De nuevo, llega con
posterioridad a la distribucion circular haciendo las siguientes consideraciones. Si
se observa una estrella sin telescopia, a simple vista, se ve un punto. Si se
observa con telescopio, aparece un circulo. La linea del telescopio divide al
circulo, aleatoriamente, en dos partes, la probabilidad de que un punto pertenezca
a una de las partes es proporcional al area de esa parte. Supongamos que esa linea
es perpendicular a un diametro horizontal del circulo, con el ojo desnudo parece

un radio.
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Figura 5. Distribucion semi-circular continua con u=0y a=1

6. Distribucion continua parabdlica: Casi simultdneamente a las distribuciones
uniforme continua, coseno y triangular continua, Lagrange La distribucion
parabolica fue estudiada por Lagrange, trabajé en este tipo de distribucion, de la
que afirmaba que es “la mas simple y la mas natural que uno pueda imaginar”.
(Eisenhart, 1983a, p.539) Laplace también trabajé en esta distribucion

desarrollandola aplicando el estimador del error absoluto de la media minima a

6
(a+b)3

su distribucion doble exponencial. fy(x) = (@+x)(b—x), —a<x<b

Que es la forma mas general de la distribucion (y asimétrica), si se hace a=b =2

se obtiene la representacion simétrica que se observa en la figura 6.



32

CApPITULO 1

QUE ES LA DISPERSION Y LAS MEDIDAS DE DISPERSION EN ESTADISTICA

L
1.0 {05 05 1.0

Figura 6. Distribucion continua parabolica con a=b=2

Distribucién coseno: Lagrange, a partir de 1776, afio en el que publica su
“Miscellanea Taurinensia” comienza a estudiar los diferentes problemas, uno que

llama su atencion es el problema XI, a partir del cual deriva la distribucion
coseno que toma la siguiente forma f,.(x) = %cos (nz—x) ,—1<x<1lyeslaque

estd representada en la figura 7.

f05

Figura 7. Distribucion coseno
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8. Distribucion de Laplace de rango finito: En el articulo XIII de sus “Mémoires
extraits des recueils de 1’Académie des sciences de Paris et de la classe des
sciences mathématiques et physiques de I’Institut de France” (1781) recogidas
después en su obras completas, discute varias distribuciones de probabilidad,
entre ellas la distribucion de probabilidad de las destrezas de un jugador en un
juego y de los intervalos entre puntos aleatorios en una linea de longitud a.
Laplace propone, que cuando el error X de una medida individual u observacion

puede tomar valores solamente entre —a y a, y se ignora la ley de la probabilidad

1 a . . .,
de los errores, se puede tomar f,(x) = Zlogm , como la distribucion de

probabilidad de un error X. Para a = 2, se tiene la representacion grafica se da en

la figura 8 (Eisenhart, 1983a; Estepa y Del-Pino, 2013).

P

Figura 8. Distribucion de Laplace de rango finito para a=2

9. Distribucion de Laplace o doble distribucion exponencial: Hasta 1774, las

distribuciones de error que se empleaban eran finitas, como se ha mostrado en los
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puntos anteriores, sin embargo, en ese afilo Laplace comienza a cuestionarse
errores de tipo infinito, cuando la curva que los representa tiende en el infinito a
0. Como indica Hald (1998), Laplace era consciente de que la curva debia ser
simétrica y hasta ese momento solo habia considerado distribuciones de rango
finito, sin embargo, planted la curva mas simple que era simétrica, con un
maximo en el origen de coordenadas y decrece de forma asintotica: f(x) o
e ™ x>0m>0

Laplace no elige la exponencial debido a su simplicidad, la obtiene por medio del
principio de indiferencia (se deben asignar probabilidades iguales a cada una de
varias alternativas simples, si no hay razon conocida para preferir otra cosa).
Comienza observando que si no hay razon para suponer ningln punto en el eje
mas probable que otro entonces se tomaria f{x) constante, lo que significa que la
curva de error seria “una linea recta infinitamente cercana al eje de abscisas”.
Esta hipotesis debe ser rechazada porque se opone a lo que se conoce sobre la
forma de la curva de error. En un segundo intento toma f’(x) igual a una
constante negativa, lo que le conduce a la curva de error triangular, se debe
rechazar esta hipotesis porque llevaria a una acotacion del error.

Finalmente, Laplace observa que no solamente las ordenadas de f(x), sino
también las diferencias de las ordenadas —d(f{x)) deben decrecer para x>0, y ya
que no tenemos razones para suponer una ley diferente para las ordenadas que
para las diferencias, se sigue que no debemos, de acuerdo con las leyes de las
probabilidades, suponer que la razon de dos diferencias consecutivas

infinitamente pequefias sea igual que las correspondientes ordenadas, es decir
df (x+dx) __ f(x+dx)

U@ - fe
por tanto, f(x) = ?e_mlx |, —00 < x < o0, la constante m/2 se ha determinado

por el requisito de que [ f(x)dx = 1 (Estepa y Del-Pino, 2013, p. 58).

,—0 < x < oo, en consecuencia, f'(x)=-—mf(x), m>0,

Una representacion grafica para m = 2 se da en la figura 9.
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Figura 9. Distribucion de Laplace o doble distribucion exponencial para m=2

En honor a su autor, esta distribucion del error se conoce como la de Laplace.
Como se indicaba anteriormente, hasta este momento todas las distribuciones eran
de rango finito y esta es la primera distribucion de rango infinito.

10. Ley de error de Gauss: Cuando Gauss va a hacer la propuesta de su ley de errores
se plantea varios aspectos, en primer lugar, parte de que la distribucion de los
errores debe ser una funcion unimodal y simétrica y reemplaza la condicion de
Laplace de continua por la condicion de que sea diferenciable, ademas utiliza la
apreciacion de Laplace de que cuando tiende a infinito debe aproximarse a cero.
Adicionalmente considera que la media aritmética es el valor mas probable de las
observaciones cuando se realizan bajo las mismas condiciones.

Con las condiciones que se han expuesto obtiene la funcion f(x) =

h _p2,2
_ehx

N ,—0<x<o0 0<h<oo siendo h la medida de precision de las
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. 1
observaciones y toma el valor de h = gy

7S¢ puede ver la representacion para ¢ =

2 en la figura 10.

| T
{15 f10 15

Figura 10. Ley de error de Gauss con o = 2

11. Distribucion de Cauchy: Fue propuesta por Poison en 1824, en la demostracion

del teorema del limite central, en un ejemplo. La formula general es f,(x) =

,—0 < x < 00,0 < f < oo.Como la suma de los errores distribuidos de

acuerdo con la distribucion de Cauchy no tiende a la ley gaussiana del error en el
limite, se concluye que la media aritmética de varias observaciones no
proporciona mejor estimacion del verdadero valor que si se toma una medida

elegida al azar. En la figura 11 se tiene la representacion para =1
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Figura 11. Distribucion de Cauchy para para =1

Posteriormente se desarrollaron otras leyes no Gaussianas, debido a que en
algunos fendmenos se observaban discordancias entre la medida y la teoria, la curva de
Pearson o las series de Gram-Charlier y de Edgeworth (Eisenhart, 1983b).

En 1810 Gauss (1777 — 1855) también presentd un método de minimos cuadrados
y establecid que la ecuacion de la desviacion estandar con respecto a la media es igual
que la desviacion estdndar de una distribucion dividida por la raiz cuadrada del niimero
de datos (Hart, 1983). Mas tarde en 1815 adopto el termino de error probable, pero no fue

el primero en utilizar este término, ya que el primero fue Bessel (1784 — 1846), también

(e

publico las tablas de error dadas en términos de 75

y utilizé la desviacion media como

medida alternativa de la dispersion.
En 1830, Encke (1791 — 1865) a través de sus trabajos en astronomia trabajo en
mejoras para el método de los minimos cuadrados (Busto y Escribano, 2006) y derivo

varios errores estandar, también contribuy¢ al célculo del error probable.
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En la siguiente década De Morgan (1806 — 1871) propuso varias medidas para la

Y desviaciones

dispersion como el balance medio que definié como N

o el error medio que

Y valor numérico de las desviaciones
N

se obtiene de la siguiente expresion y utiliz6 el error

estandar.

Cerca de 1860, Airy (1801 — 1892) que tenia por profesion la de astrénomo
ademads de la de matematico (se puede observar que es caracteristico que la mayoria de
las evoluciones de la teoria de errores y de la dispersion viene de mano de astrénomos y

debido a la observacion celeste) introdujo los siguientes conceptos:

(o)

V2
. C

Error medio: -

Modulo: C =

2
Cuadrado medio: % = o2
Y (error aparente)?
N-1
Y (error aparente)?
N(N-1)

Error cuadratico medio de la medida:

Error cuadratico medio de la media:
(Hart, 1983).

Y en 1870 Chebysev (1821 — 1894) publico su famosa desigualdad

P(X —u| > ko) < kiz que establece una cota inferior a la probabilidad P de que el valor

de una variable aleatoria X con desviacion tipica ¢ esté a una distancia de la media L.

En esta etapa son tres los autores que generan un cambio en la forma de aplicar la
Estadistica, Edgeworth, Galton y Pearson, que propusieron un método empirico que
sustituye los experimentos en las ciencias donde no es posible realizarlos y que ya se
habia empleado anteriormente con éxito en la psicologia. Cada uno de ellos trabajo en un

area, Edgeworth era economista y matematico autodidacta (estudié derecho) y aplico el
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nuevo método a la economia, Galton trabajo en antropologia y Pearson en filosofia de la
ciencia.

En 1885 Edgeworth (1845 — 1926) compar6 medidas de dispersion para diferentes
distribuciones y enuncié una serie que lleva su nombre. Estas series aproximan una
distribucion de probabilidad a través de cumulantes, que son una alternativa a los
momentos, se calculan de forma parecida y tienen propiedades similares. También
trabajo en una version del teorema central del limite que

establece, en lineas generales, que bajo ciertas condiciones, un promedio muestral sigue

aproximadamente la ley probabilistica normal, sin importar que comportamiento

probabilistico tiene la poblacion de donde provienen las observaciones, si el numero de

observaciones es grande (Galbiati Riesco, 2002, p.2).

Cinco afios antes, Galton (1822 — 1909) ajust6 estadisticamente datos acerca de
genética. Mas exactamente, estudi6 la transmision de la inteligencia, entre algunos de sus
logros en la Estadistica son la invencién de la linea de regresion o la maquina Quincunx
para demostrar la ley del error, también fue pionero en el uso de la distribucion normal y
en 1888 introdujo el concepto de correlacion que es su trabajo mas conocido y que mas
tarde nuestro siguiente protagonista, Pearson, desarrolld.

Karl Pearson (1857 — 1936) fue el padre de la bioestadistica, trabajo como se ha
dicho en la cuantificacion de la correlacion en forma de coeficiente e introdujo la ji-
cuadrado para comparar dos tablas de frecuencias con el objetivo de probar el ajuste de

un conjunto de datos de un experimento a una ley probabilistica. Fue el primero en

utilizar la desviacion estandar como indica Hart (1983).
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El término desviacion estandar fue introducido por Pearson en conferencias sobre "Las
leyes del azar" en enero de 1893, pero antes de que términos tales como error probable o
error estandar se utilizaran en el contexto del error experimental y las leyes del error

(p.17).

Ese mismo afio, 1900, Yule (1871- 1951) introdujo junto a Pearson, del que era
colaborador la correlacion y su gran aporte es el de relacionar la regresion con el método
de minimos cuadrados, ademas fue el primero en introducir el concepto de error estandar.

Poco mas tarde, en 1905, Gosset (1876 — 1937) bajo el pseudénimo de Student
publico “El error probable de una media” en Biometrika, revista fundada por Pearson,
mas tarde introdujo la distribucion t como alternativa a la distribucion normal para
muestras pequefas, fue amigo de Pearson y de Fisher (1890 — 1962). Este ultimo
introdujo la inferencia estadistica maximizando la funcion de verosimilitud, la
aleatorizacion y otras numerosas herramientas del test de hipotesis y la creacion de
experimentos a través de sus trabajos en el sector agricola, ademas fue el primero en
emplear el término varianza.

Posteriormente se desarrollaron los ordenadores y con ellos el calculo moderno,
aunque la Estadistica sigue progresando este es el momento de entender con mas
profundidad todos los conceptos desarrollados hasta el momento, para poder romper los
limites impuestos por el calculo convencional y aprovechar al maximo las herramientas
que esta época ha dado, asi se muestra como el inicio de la dispersion y de la Estadistica
en si comenzo en lo mas grande que conocemos, las estrellas (mediante la astronomia)

para estar actualmente en lo mas pequenio (microchips).
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También se observa que el desarrollo de las medidas de dispersion ha venido, en

gran medida, influenciado por las leyes de error, teoria de la probabilidad y un intento de

toda la humanidad por ser mas precisos en sus medidas.

Para concluir este apartado se va a presentar una tabla resumen que realiz6 Hart

(1983) donde previamente sefialaba que cuando estas ideas se presentan a estudiantes

debe considerarse el esfuerzo que necesitaron “es poco razonable presentar una idea

como intuitivamente obvia si tom6 mas de 50 afios desarrollarla” (p.17) y mucho menos

si llevé casi 300 como podemos observar en la tabla 2.

Tabla 2.Desarrollo historico de las medidas de dispersion. (Hart, 1983, pp.18-20)

Fecha aproximada Nombre Resultado

1600 Galileo Describi¢ las distribuciones de error como simétricas
con los errores grandes menos probables que los errores
pequenos.

1720 De Moivre Obtuvo la distribucion normal (a partir de la expansion
binomial) Fijo la ordenada méaxima de la curva de error

1755 Simpson Trabajo con dos distribuciones discretas para la ley del
error (triangular y rectangular)

1780 Daniel Propuso una distribucion circular para la ley del error.

Bernouilli Comenzo el trabajo de minimos cuadrados.

1780 Laplace Obtuvo la ley del error (normal)

1805 Legendre Public6 el método de minimos cuadrados sin prueba.

1810 Adrain Prob¢ la ley del error (normal)

Dio el principio de minimos cuadrados.

1810 Gauss Obtuvo la ley del error, defini6 h=1/c\2 como medida
de precision, enuncié el principio de minimos
cuadrados, indico que la desviacion estandar de una
media es la desviacion estandar de la distribucion
dividida por la raiz cuadrada del nimero de casos

1815 Bessel Primer uso del término “error probable”, usado en
contexto de geodesia, astronomia y artilleria

1815 Gauss Adopto el término “error probable”. Publico las tablas

que mostraban las probabilidades de que un error se
desviara respecto a la media mas de ciertas cantidades.
Las desviaciones estan en términos de oV2 o del error
probable.

Dio el error probable de un momento, y usé la
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Fecha aproximada Nombre Resultado
desviacion media como una medida de dispersion
alternativa.
1820 Laplace Probé la ley normal y el método de minimos cuadrados
1825 Gauss Descubri6 la desigualdad
PUX — | = 20) < {1 -3 (A<2/\3)
4/(92) (A=2/V3)
Para algunas distribuciones continuas simétricas acerca
de su modo sencillo p.
Publico trabajos en modelos lineales
1830 Encke Trabajé en minimos cuadrados.
Obtuvo varios errores estandar y errores probables
1840 De Morgan Propuso varias medidas de dispersion
. Y desviaciones
Balance medio ==———
. Y valor numérico de las desviaciones
Error medio = .
1840 De Morgan Uso el error estandar de la media
1860 Airy Uso los términos
(e
Modulo: C = N3
Error medio: %
2
Cuadrado medio: % = o?
Error cuadratico medio de la medida: Z(error;fjrente)z
Error cuadratico medio de la media: Z(err:(aNp_aI)e nte)”
Error probable de la media = 0,6745-error cuadratico
medio
1870 Chebyshev Publico su desigualdad, que relaciona la probabilidad de
la desviacion de la media.
1880 Helmert Obtuvo la distribucion de Y(X — X)?
1880 Galton Ajust6 datos genéticos a la distribucion normal
1885 Edgeworth Comparé medidas de dispersion de diferentes
distribuciones.
Observo el teorema central del limite
1890 Galton Dio aplicacion a la distribucion normal para diferencias,
desviaciones, dispersiones, etc., también errores
experimentales.
Desarrolld la regresion, correlacion y la normal
bivariante.
1895 Pearson Trabajé en los momentos y el error probable de los
momentos.
Hizo analogias con estaticos graficos
1895 Pearson Primer uso del término “desviacién estandar”
1900 Yule Primer uso del término “error estandar”
1900 Pearson Obtuvo la desviacion estandar de muchos estadisticos.
Introdujo el test de la chi-cuadrado
1905 Gosset (Student) Formalizo el trabajo de la desviacion estandar
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Fecha aproximada Nombre Resultado
Obtuvo la distribucion t (de Student)
1920 Fisher Primer uso del término “varianza”

1.6. Importancia social de la dispersion

Como se acababa indicando en el apartado anterior, esta es la época del “Big
Data”, es decir, del manejo de conjuntos de datos muy grandes. La Estadistica tiene una
presencia importante en nuestras vidas, en la prensa, en la television, encuestas sobre el
paro, sobre las preocupaciones de los espafioles, la tasa de jovenes que emigran. Pero en
muchas ocasiones esos datos se presentan de manera tendenciosa que a ojos de personas
que no tengan cierta cultura estadistica pueden dar impresiones falsas. Como indican
Batanero, Diaz, Contreras, y Roa, (2013),

La importancia que actualmente recibe la ensefianza de la Estadistica se debe a la
necesidad, reclamada por la UNESCO y otras instituciones de proporcionar una cultura
estadistica que permita al ciudadano participar en la sociedad de la informacion. Dicha
cultura es necesaria en actividades tan habituales como la lectura de la prensa o la
interpretacion de informacion en Internet, la participacion en encuestas o elecciones o la
interpretacion de un diagnostico médico. El término “statistical literacy” ha ido surgiendo
de forma espontdnea entre los estadisticos y educadores estadisticos, para resaltar el
hecho de que la Estadistica se considera hoy dia como parte de la herencia cultural
necesaria para el ciudadano educado (p. 8).

Dentro de la Estadistica, la comprension del fenémeno de la dispersion y como
cuantificarlo es fundamental, tal y como indica Ballman (1997), que haciendo referencia
a otros articulos desde 1988, se hace eco de la recomendacion de estos de dar un especial
énfasis a la comprension y modelado de la dispersion (Ballman, 1997), la misma opinién
se lee en Ben —Zvi que incluso dice que “la educacion en Estadistica proporciona

herramientas que los ciudadanos informados necesitan para reaccionar inteligentemente a
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la informacion cuantitativa en el mundo alrededor de ellos” (Ben-Zvi y Garfield, 2004b).
Incluso el famoso escritor H.G. Wells tiene una famosa cita al respecto ““el pensamiento
estadistico sera algin dia tan necesario para el ciudadano competente como la habilidad
de leer y escribir” (Wilks, 1951).

De esa misma idea se hacia eco no hace mucho una revista online, llamada
Xataka (Jiménez, 2016) a través de la opinion de varios expertos como Ricardo Galli,

fundador de la pagina web http://www.meneame.net o la profesora Carmen Batanero, en

la que se indica que saber analizar, resumir y discernir qué datos son importantes es el
reto y la competencia fundamental del s. XXI. En este articulo dice que “la alfabetizacion
estadistica es clave para ser ciudadanos competentes en el mundo de hoy” (Jiménez,
2016), y tal y como se indicaba en la introduccion del tema, la dispersion y como se mide
son fundamentales para poseer dicha alfabetizacion.

Esta opinion entronca ademas con lo que muestra la profesora Batanero sobre el
sentido estadistico, donde indica que la variabilidad aleatoria es una de las ideas

estadisticas fundamentales. (Batanero et al., 2013)

2 Esta frase literal no es de H.G. Wells, la cita pertenece al estadistico Samuel S. Wilks en su
discurso de posesidn presidencial de la Asociaciéon Americana de Estadistica (JASA, vol. 46, N ° 253,, p. 1-
18). Wilks estaba parafraseando la obra “La humanidad en el hacer” de H. G. Wells.



Es importante que el profesor sea
consciente del papel destacado de la
dispersion en Estadistica.

(Batanero et al., 2015, p.18)

Capitulo 2

Las medidas de dispersion en el curriculum

2.1. Introduccion

Como indicaba Batanero (2001), parece que la Estadistica en los institutos no va

por el mismo camino de mejora e implantacion que a nivel universitario, existen varios

motivos para que esto ocurra

que

esto indica la existencia de una problemadtica educativa que tiene su raiz en que la
incorporacion de la Estadistica desde la escuela no es todavia un hecho. Aunque los
curriculos de Educacion Primaria y Secundaria la incluyen, los profesores suelen dejar
este tema para el final del programa y con frecuencia lo omiten. Los alumnos llegan a la
universidad sin los conocimientos basicos y es preciso comenzar el programa repitiendo
los contenidos de estadistica descriptiva y céalculo de probabilidades que debieran haber
asimilado en la escuela (Batanero, 2001, p.11).

Esta opinion la refuerza mucho después Sanchez y Orta (2013) quienes indican

en la mayoria de paises modernos, desde hace décadas, se ha incorporado la Estadistica
en los curriculos de los niveles basico, medio y universitario; sin embargo, los resultados
aun son pobres. En efecto, la cultura estadistica de un ciudadano promedio es inferior de
lo que se asienta y pretende en los diversos programas (p.65).

Por este motivo es interesante analizar cémo estd distribuida la ensefnanza

estadistica y mas concretamente el estudio de la dispersion a lo largo del curriculum

espafiol.
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Para analizar como plantean las medidas de dispersion en el curriculum se tendran
en cuenta dos factores. En primer lugar, como ha ido evolucionando el papel de las
medidas de dispersion en los cursos 3° y 4° de ESO y sus equivalentes en las diferentes
leyes desde 1975. En segundo lugar, se analizaran los diferentes aspectos de la
variabilidad aleatoria que se estudian en el curriculum actual y como configuran la
nocion de dispersion en los estudiantes.

2.2. Las medidas de dispersion en el curriculum desde 1975 hasta la actualidad

2.2.1. Las medidas de dispersion en la Ley General de Educacion - LGE.

En el curriculum de la Ley General de Educacion (MEC, 1970) se establecia que
el bachillerato no era obligatorio, por tanto la educacién obligatoria concluia a los 14
afios. El bachillerato constaba de tres cursos, los dos primeros serian los equivalentes en
temporizacion académica global a los actuales 3° y 4° de la Educacion Secundaria
Obligatoria que son objeto del estudio actual. Por lo cual son los cursos cuyo curriculum
se va a analizar.

Unos anos después de la emision de esta nueva ley educativa, se publico el
curriculum que definia los contenidos a trabajar en 1° de Bachillerato Unificado
Polivalente (en adelante BUP), curso equivalente a 3° de ESO, que son los siguientes,

Variables Estadisticas: Medidas de posicion central y dispersion ... Continuar el
tratamiento estadistico de los colectivos iniciado en la Educacion General Basica. (MEC,
1975, p.8064)

Para el curso 2° de BUP, que seria el equivalente a 4° de ESO, no se planteaba

ningiin contenido estadistico. Para el curso 3° de BUP, aunque no es objeto de este
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estudio, se planteaban contenidos de estadistica bidimensional y célculo de parametros y
recta de regresion. (MEC, 1975)

Como se puede ver, el curriculum no era muy explicito en cuanto a contenidos,
pero las medidas de dispersion tan sélo se trabajaban en el curso primero durante el
bachillerato.

2.2.2. Las medidas de dispersion en la Ley de Organizacion General del
Sistema Educativo (LOGSE).

Posteriormente, en la década de los 90, se desarroll6 una nueva ley educativa, en
la que se incluia la obligatoriedad de la educacion hasta los 16 afos. Por tanto, los niveles
que se analizan en este estudio pasaban a ser obligatorios. (MEC, 1990)

Los contenidos que se trabajan durante la etapa obligatoria quedan establecidos en
el Real Decreto 1345/1991 y se plantean como conceptos, dentro de la triple dimensioén
que se les otorgo a los contenidos, como conceptos, procedimientos y actitudes.

En dicho Real Decreto, dentro del Bloque 4, “interpretacion, representacion y
tratamiento de la informacién” se indica:

5. Parametros estadisticos.

- Los parametros centrales y de dispersion como resumen de un conjunto de datos
estadisticos.

- Algoritmos para calcular parametros centrales y de dispersion sencillos.

(MEC, 1991, p.79).

En este caso no se plantean los contenidos separados por cursos. Sin embargo, se
plantean en general a partir de tercero de ESO. Para cuarto y las dos opciones que surgen

en esta ley, A y B, siendo la A la destinada a aquellos que cursaran el Bachillerato de
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Humanidades y Sociales y la B para los que cursen el Bachillerato Cientifico —
Tecnologico y de Ciencias de la Salud, solo se aportan unas breves orientaciones.

Una de las novedades que implant6 esta ley es el desarrollo de las capacidades,
que derivardn en las competencias que veremos en el siguiente apartado.

2.2.3. Las medidas de dispersion en la Ley Organica de Educacion (LOE).

La siguiente ley publicada e implantada en el tiempo fue la LOE (MEC, 2006), en
dicha legislacion desaparecia la separacion de contenidos en tres bloques diferenciados,
se separaban por cursos todos los elementos curriculares y aparecia la figura de
competencias basicas, donde se ponia de manifiesto como una de ellas la competencia
matematica, que también se analizard en este apartado.

El Real Decreto 1631/2006 en su descripcion de la asignatura de Matematicas
dice sobre la Estadistica

Debido a su presencia en los medios de comunicacion y el uso que de ella hacen las

diferentes materias, la Estadistica tiene en la actualidad una gran importancia y su estudio

ha de capacitar a los estudiantes para analizar de forma critica las presentaciones falaces,

interpretaciones sesgadas y abusos que a veces contiene la informacion de naturaleza

estadistica (MEC, 2007, p.751).

Asi se puede ver que la administracion, al introducir la asignatura realiza una
reflexion similar a la que hacemos en el apartado anterior.

Sin embargo, como tonica general, que se aprecia desde la Ley General de
Educacion, las medidas de dispersion no se introducen hasta el final del camino
obligatorio, cuando Moore (1990) recomendaba que, para poder desarrollar el

pensamiento estadistico, la dispersion debe ensefiarse desde pequeios, ya que de otra

forma se educa a los nifios a tener un pensamiento determinista y luego es muy dificil de
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cambiar, asi pues, se debe implantar un sistema con la meta de aprender a “tratar
inteligentemente” con la variabilidad y la incertidumbre.

En la LOE la Estadistica ya contaba con un bloque de contenidos propio, con los
siguientes contenidos acerca de las medidas de dispersion para 3° de ESO.

Bloque 6. Estadistica y Probabilidad.

... Media, moda, cuartiles y mediana. Significado, céalculo y aplicaciones. Analisis de la
dispersion: rango y desviacion tipica...

... Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica. Utilizacion de las medidas
de centralizacion y dispersion para realizar comparaciones y valoraciones. Actitud critica
ante la informacion de indole estadistica... (MEC, 2007, p.756).

Y en el cuarto curso de E.S.O. nos encontramos, para la opcion A.

Bloque 6. Estadistica y Probabilidad.

... Qraficas estadisticas: graficas multiples, diagramas de caja. Uso de la hoja de
célculo...

... Utilizacion de las medidas de centralizacion y dispersion para realizar comparaciones
y valoraciones... (MEC, 2007, p.758).

Y para la opcion B.

Bloque 6. Estadistica y Probabilidad.

... Gréficas estadisticas: graficas multiples, diagramas de caja. Analisis critico de tablas y
graficas estadisticas en los medios de comunicacion. Deteccion de falacias.
Representatividad de una distribucion por su media y desviacion tipica o por otras
medidas ante la presencia de descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos.
Valoracion de la mejor representatividad en funcién de la existencia o no de valores
atipicos. Utilizacion de las medidas de centralizacion y dispersion para realizar
comparaciones y valoraciones... (MEC, 2007, p.759).

Se observa que en el tercer curso se realiza una pequefia introduccion y tan solo se
trabajan dos medidas de dispersion, el rango y la desviacion tipica, sin trabajar la
varianza o las desviaciones, que como se ha mostrado en el capitulo anterior son

interesantes para mostrar la varianza y la desviacion tipica. El mostrar solo estas dos
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medidas de dispersion genera ademads algo que veremos en el proximo capitulo, y es que
los alumnos consideran la desviacion tipica como la Unica medida de dispersion. En
cuarto, para la opcion A, se introduce el grafico de caja, que aparece por primera vez en
secundaria, y las medidas de dispersion para comparar y valorar (distribuciones de datos)
y en la opcion B, mucho més completa, se trabaja el analisis de otras medidas de
dispersion y su significado (descentralizaciones, asimetrias, valores atipicos, ...) y la
representatividad de la media y las diferentes medidas de la dispersion en funcion de la
existencia de valores atipicos.

Este Real Decreto es concretado por las diferentes drdenes para las comunidades
autondmicas, en Andalucia, por ejemplo, se concreta a través de la Orden de 10 de agosto
de 2007 de la Consejeria de Educacion, en el que a pesar de que a la hora de introducir la
relevancia de la materia dice “la Estadistica y la Probabilidad también estan presentes
hoy dia en las diferentes materias, asi como en los medios de comunicacion, en los que
aparecen datos que es necesario interpretar” (CEJA, 2007, p.55). Luego no suplementa lo
que dice el Real Decreto y se queda en un breve

. el desarrollo gradual comenzard, en los primeros cursos, por las técnicas para la
recogida, organizacion y representacion de los datos a través de las distintas opciones
como tablas o diagramas, para continuar, en cursos sucesivos, con los procesos para la
obtencion de medidas de centralizacion y de dispersion que les permitan realizar un
primer analisis de los datos (CEJA, 2007, p.56).

Se debe tener en cuenta que estos son los contenidos que se trabajan en la etapa
obligatoria, que deberia formar al alumno suficientemente para la vida diaria que es lo

que se define como competencia matematica.

La introduccién de esta competencia dice textualmente,
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Consiste en la habilidad para utilizar y relacionar los niimeros, sus operaciones basicas,

los simbolos y las formas de expresion y razonamiento matematico, tanto para producir e

interpretar distintos tipos de informacién, como para ampliar el conocimiento sobre

aspectos cuantitativos y espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados
con la vida cotidiana y con el mundo laboral.

Forma parte de la competencia matematica la habilidad para interpretar y expresar con

claridad y precision informaciones, datos y argumentaciones, lo que aumenta la

posibilidad real de seguir aprendiendo a lo largo de la vida, tanto en el ambito escolar o

académico como fuera de ¢€l, y favorece la participacion efectiva en la vida social. (MEC,

2007, pp.636-687)

Es decir, que debe formar a los alumnos para interpretar y producir informacion y
este objetivo se cumple formandolos adecuadamente en toda la Estadistica.

A pesar de todos los comentarios, aparentemente negativos, se observa una
mejora patente, en la que se pasa de una consideracion escasa de la Estadistica en el
curriculum, a contar con un bloque de contenidos propios y un desarrollo de estos
aceptable.

2.2.4. Las medidas de dispersion en la LOMCE.

Finalmente, en 2013 se publica la ley vigente en la actualidad y tltima ley que se
analizard en este trabajo, la LOMCE (MECD, 2013) que cambia las competencias e
introduce nuevos cursos, vias y un desarrollo curricular.

Se indicaba en el apartado 2.2.2. que la LOGSE incorporé la obligatoriedad de
escolarizacion hasta los 16 afos, dejando dos itinerarios en cuarto de ESO, la LOMCE
introduce dos itinerarios desde tercero, el de matematicas orientadas a las ensefianzas
académicas (matematicas académicas desde ahora para facilitar el uso) que son las que

cursaran los alumnos que vayan a realizar el bachillerato y el de matematicas orientadas a

las ensefnanzas aplicadas (matematicas aplicadas desde ahora para facilitar el uso) para
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los alumnos que en el futuro cursen un ciclo formativo. El titulo de graduado en
secundaria se consigue con una de las dos menciones por la via de aprobar una revalida.
Las matemadticas cursadas no obligan que revalida elegir, aunque lo natural es que cada
uno opte por la revélida de la via que ha cursado. Ambos itinerarios son ademas
excluyentes, quienes aprueben por la primera via no podran realizar un ciclo formativo y
quienes obtengan el graduado por la segunda no podra realizar el bachillerato.
Actualmente la revélida y sus efectos estan detenidos por motivos legislativos, con lo
cual si se puede cursar desde cuarto de ESO de aplicadas el bachillerato.

En esta ley se mantiene un bloque de contenido especifico para Estadistica y
Probabilidad, teniendo en cuenta los cambios en la estructura organizativa explicada
anteriormente se va a estudiar primero el curriculum de la asignatura con orientacion
académica. Los contenidos se agrupan de la siguiente manera para tercero de ESO
académico:

Parametros de posicion. Calculo, interpretacion y propiedades.

Parametros de dispersion. Diagrama de caja y bigotes. Interpretacion conjunta de la

media y la desviacion tipica (MECD, 2015b, p.394).

Un poco mas de informacion se puede recabar de un nuevo elemento curricular
que surge en esta ley, los estdindares de aprendizaje evaluables (EAE de aqui en adelante).

2.1. Calcula e interpreta las medidas de posicion (media, moda, mediana y cuartiles) de
una variable estadistica para proporcionar un resumen de los datos.

2.2. Calcula los parametros de dispersion (rango, recorrido intercuartilico y desviacion
tipica. Calculo e interpretacion) de una variable estadistica (con calculadora y con hoja de
calculo) para comparar la representatividad de la media y describir los datos.

3.1. Utiliza un vocabulario adecuado para describir, analizar e interpretar informacion
estadistica de los medios de comunicacion.

3.2. Emplea la calculadora y medios tecnoldgicos para organizar los datos, generar
graficos estadisticos y calcular parametros de tendencia central y dispersion.
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3.3. Emplea medios tecnoldgicos para comunicar informacion resumida y relevante sobre
una variable estadistica analizada (MECD, 2015b, p.394).

Para cuarto de ESO opcion académica tenemos los siguientes contenidos:

Graficas estadisticas: Distintos tipos de graficas. Analisis critico de tablas y graficas
estadisticas en los medios de comunicacion. Deteccion de falacias.

Medidas de centralizacion y dispersion: interpretacion, analisis y utilizacion.
Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de medidas de posicion y
dispersion.

Construccion e interpretacion de diagramas de dispersion. Introduccion a la correlacion
(MECD, 2015b, p.398).

De nuevo, los EAE deberian dar una informacion mas precisa acerca de lo que se
pretende que el alumno aprenda, pero en este caso no es muy detallada,

4.3. Calcula e interpreta los parametros estadisticos de una distribucion de datos
utilizando los medios mas adecuados (lapiz y papel, calculadora u ordenador).

4.4. Selecciona una muestra aleatoria y valora la representatividad de la misma en
muestras muy pequefias.

4.5. Representa diagramas de dispersion e interpreta la relacion existente entre las
variables (MECD, 2015b, p.398).

A continuacidon, se analizan los contenidos y EAE del itinerario aplicado,
comenzando por el tercer curso de ESO.

Los contenidos de tercero de aplicadas son,

Parametros de posicion: media, moda, mediana y cuartiles. Célculo, interpretacion y
propiedades.

Parametros de dispersion: rango, recorrido intercuartilico y desviacion tipica. Célculo e
interpretacion.

Diagrama de caja y bigotes.

Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica (MECD, 2015b, p.403).

Y los EAE son,
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2.1. Calcula e interpreta las medidas de posicion de una variable estadistica para
proporcionar un resumen de los datos.

2.2. Calcula los parametros de dispersion de una variable estadistica (con calculadora y
con hoja de calculo) para comparar la representatividad de la media y describir los datos.
3.1. Utiliza un vocabulario adecuado para describir, analizar e interpretar informacion
estadistica en los medios de comunicacion.

3.2. Emplea la calculadora y medios tecnoldgicos para organizar los datos, generar
graficos estadisticos y calcular parametros de tendencia central y dispersion.

3.3. Emplea medios tecnoldgicos para comunicar informacion resumida y relevante sobre
una variable estadistica que haya analizado (MECD, 2015b, p.403).

Para cuarto de ESO opcion aplicada los contenidos seran,

Interpretacion, analisis y utilidad de las medidas de centralizacion y dispersion.
Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de medidas de posicion y
dispersion.

Construccion e interpretacion de diagramas de dispersion. Introduccion a la correlacion
(MECD, 2015b, p.407).

Y los correspondientes EAE,

2.1. Discrimina si los datos recogidos en un estudio estadistico corresponden a una
variable discreta o continua.

2.2. Elabora tablas de frecuencias a partir de los datos de un estudio estadistico, con
variables discretas y continuas.

2.3. Calcula los parametros estadisticos (media aritmética, recorrido, desviacion tipica,
cuartiles, ...), en variables discretas y continuas, con la ayuda de la calculadora o de una
hoja de célculo.

2.4. Representa graficamente datos estadisticos recogidos en tablas de frecuencias,
mediante diagramas de barras e histogramas (MECD, 2015b, p.407).

Incluso en la competencia matematica se hace una alusion directa a la dispersion,
aunque la engloba dentro de algo mas global, ya que hace referencia a la incertidumbre y
la variacion.

La incertidumbre y los datos: son un fenomeno central del analisis matematico presente
en distintos momentos del proceso de resolucion de problemas en el que resulta clave la
presentacion e interpretacion de datos. Esta categoria incluye el reconocimiento del lugar
de la variacion en los procesos, la posesion de un sentido de cuantificacion de esa
variacion, la admision de incertidumbre y error en las mediciones y los conocimientos
sobre el azar. Asimismo, comprende la elaboracion, interpretacion y valoracion de las
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conclusiones extraidas en situaciones donde la incertidumbre y los datos son
fundamentales (MECD, 2015a, p.6994).

Con este analisis se observa que la inclusion de contenidos relacionados con la
Estadistica y en concreto con la dispersion y la variabilidad aleatoria ha ido creciendo con
la evolucion de la legislacion, llegando a ser un elemento importante dentro de la
descripcion de la competencia matematica.

Para clarificar esta evolucion se va a realizar una comparacion en el siguiente
apartado.

2.2.5. Comparacion y evolucion de las medidas de dispersion en el
curriculum.

En la tabla 3 se va a mostrar, a modo de resumen, las diferentes medidas de
dispersion y los &mbitos que se indican en los contenidos de las diferentes normas que ha
habido a lo largo del tiempo.

Tabla 3. Contenidos de medidas de dispersion en el curriculum por curso de 1975
a la actualidad.

Curso Ley Contenidos
3°académicas LGE Variables Estadisticas: Medidas de posicion central y dispersion.
LOGSE Los parametros centrales y de dispersion como resumen de un

conjunto de datos estadisticos.
Algoritmos para calcular parametros centrales y de dispersion
sencillos.

LOE Analisis de la dispersion: rango y desviacion tipica.
Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica.
Utilizacion de las medidas de centralizacion y dispersion para
realizar comparaciones y valoraciones

"LOMCE  Pardmetros de dispersién. Diagrama de caja bigotes.
P g yja 'y Dig
Interpretacion conjunta de la media y la desviacién tipica
3° aplicadas LOMCE Parametros de dispersion: rango, recorrido intercuartilico y

desviacion tipica. Célculo e interpretacion.
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Curso Ley

Contenidos

Diagrama de caja y bigotes.
Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica

4° académicas LGE

LOGSE

LOE

LOMCE

No se definen contenidos.
No se definen contenidos.

Utilizacion de las medidas de centralizacion y dispersion para
realizar comparaciones y valoraciones.

Diagrama de caja

Medidas de centralizacion y dispersion: interpretacion, analisis y
utilizacion.

Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de
medidas de posicion y dispersion.

Construccion e interpretacion de diagramas de dispersion.

4° aplicadas LOE

LOMCE

Representatividad de una distribucion por su media y desviacion
tipica o por otras medidas ante la presencia de
descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos. Valoracion de
la mejor representatividad en funcion de la existencia o no de
valores atipicos. Utilizacion de las medidas de centralizacion y
dispersion para realizar comparaciones y valoraciones.
Diagramas de caja.

Interpretacion, analisis y utilidad de las medidas de centralizacion
y dispersion.

Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de
medidas de posicion y dispersion.

Construccion e interpretacion de diagramas de dispersion.

Nota. Para la LGE 3° de ESO opcion académica es equivalente a 1° de BUP y 4° de ESO opcién académica a 2° de
BUP. Para los cursos de nueva creacion solo se han comparado los contenidos de las leyes en los que existen.

Se observa en la tabla 3 que la evolucion en la definicion del curriculum ha sido

importante, de la definicion vaga que teniamos en la LGE a la definicién totalmente

exhaustiva que se da en la LOMCE, no so6lo a través de los contenidos, sino a través,

también de los estandares de aprendizaje evaluables y la competencia clave (aunque estos

dos elementos curriculares no se han incluido en la tabla).

Otra evolucion positiva es la consideracion de las medidas de dispersion en los

dos cursos, 3°y 4° en una primera etapa y en 1°y 2° de ESO en la LOMCE. Sin embargo,



TESIS DOCTORAL

57

JESUS DEL PINO RUIZ

como el cambio es reciente se centrard el foco de atencion del estudio en los cursos 3°y
4° de ESO.

Entre la LOE y la LOMCE se han producido algunos cambios, se ha introducido
el diagrama de caja en 3°, en las dos opciones, que en la LOE se trabaja en 4°. Y en 4° se
ha introducido la estadistica bidimensional y con ella los diagramas de dispersion y otros
parametros.

Hasta el presente curso que acaba no se han cambiado algunos textos,
manteniéndose los libros de la LOE atn en los cursos pares y habiéndose reemplazado
los libros por los nuevos en los cursos impares.

Por tanto, dentro de los cursos en estudio, se analizaran los libros de texto LOE y
se hara ademas bajo el prisma adecuado, que es la legislacion anterior. Sin embargo, una
pregunta que puede surgir en este plano es como dar cabida a los nuevos contenidos si los
libros de texto no se han modificado en 2°y 4° de ESO.

2.6. La dispersion en el curriculum actual

Hasta este punto se ha analizado el curriculum especifico de los cursos que se van
a estudiar en esta tesis, pero es interesante analizar también la presencia actual de la
dispersion a lo largo del curriculum en general. Este trabajo lo realizaron Batanero et al.
(2015) y resulta pertinente traer aqui algunos de sus resultados.

Asi pues, entre los resultados del andlisis presenta una tabla resumen, donde se

incluyen los contenidos LOMCE, extraidos de la normativa de primaria (MECD, 2014) y
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secundaria (MECD, 2015b) sobre dispersion en estadistica unidimensional para la etapa

obligatoria, véase la tabla 4.

Tabla 4. Contenidos relacionados con el significado descriptivo univariante de la

dispersion en el curriculo (Batanero et al., 2015, p.10).

Curso Contenidos relacionados con la dispersion

Educacion Iniciacion intuitiva a las medidas de centralizacion: la media aritmética, la

primaria moda y el rango. Realizacion e interpretacion de gradficos sencillos: diagramas
de barras, poligonales y sectoriales.

1°y 2°ESO Organizacion en tablas de datos recogidos en una experiencia. Diagramas de
barras, y de sectores. Poligonos de frecuencias. Medidas de tendencia central.
Medidas de dispersion.

3°ESO, Frecuencias absolutas, relativas y acumuladas. Agrupacion de datos en

ensenianzas intervalos. Graficas estadisticas. Parametros de posicion. Calculo,

académicas interpretacion y propiedades. Parametros de dispersion. Diagrama de caja y
bigotes. Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica

3°ESO, Igual que en Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas.

ensenianzas

aplicadas Se afiade: Rango, recorrido intercuartilico y desviacion tipica. Calculo e
interpretacion.

4°ESO, Medidas de centralizacion y dispersion: interpretacion, analisis y utilizacion.

ensenanzas Comparacién de distribuciones mediante el uso conjunto de medidas de

académicas i . .,
posicion y dispersion.

4°ESO, Similar al anterior

ensenanzas

aplicadas’®

3 Se ha corregido este apartado teniendo en cuenta el sentido de la tabla, el texto original de esta

casilla era “42 ESO, ensefianzas académicas”
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Como se indicaba en el apartado anterior, con la LOMCE (MECD, 2013) se han

incluido contenidos relativos a la dispersion que no aparecian en la LOE (MEC, 2006), lo

que manifiesta una progresion en la inclusion de contenidos estadisticos en el curriculum.



La verdad matematica prefiere
palabras simples, ya que el lenguaje
de la verdad es simple en si mismo.
(Brahe y Brahe, 1972).

Capitulo 3
La investigacion sobre libros de texto

3.1. Introduccion

Los libros de texto son uno de los pilares educativos en este pais, siendo
practicamente obligatorios en la Educacion no universitaria, de hecho, muchas
comunidades, como la andaluza, los ofrecen de manera gratuita en la educacién
obligatoria a través de diversos programas.

Pero ;qué es un libro de texto de matematicas? Una definicion muy simple la
encontramos en Kilpatrick, (2014, p. 4)

La definicion usual de libro de texto es algo como lo siguiente: un libro usado
para el estudio de un tema. Con esa definicion, un libro de texto de matematicas se
convierte en un libro utilizado para el estudio de las matematicas.

Sin embargo, en el mismo texto, Kilpatrick (2014) nos indica que esa definicion
ha ido evolucionando y que por ejemplo en el Estado de Indiana modificaron la ley para
definir un libro de texto como sigue:

"Libro de texto" significa material organizado sistematicamente disefiado para
proporcionar un nivel especifico de instruccion en una categoria tematica, que incluye:

(1) libros;

(2) el hardware que un solo estudiante consumira, accedera o usara durante un

semestre o afio escolar;

(3) software informatico; y

(4) contenido digital. (Indiana House Bill 1429, 2011, art. 3)
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Por tanto, la definicion de libro de texto de matematicas ya no es solo la de un
libro para aprender matematicas, sino que engloba los diferentes productos digitales
(software, hardware y contenidos) que se emplearan para que los estudiantes trabajen la
asignatura. Parece claro lo que algunas administraciones consideran libro de texto y libro
de texto de matemadticas, pero a continuacion ahondaremos en esas ideas desde la
perspectiva de la Didactica y de la Didactica de las Matematicas.

Segun Love y Pimm (1996) los libros matematicos son tan antiguos como la
propia escritura, y la frontera entre un libro de matematicas y un libro escolar de
matematicas no era facil de identificar. Ya que todos los libros, escolares o no, tienen el
mismo objetivo comunicar o mostrar algo que el autor desea contar. Sin embargo, la
nociéon de transposicion didactica de Chevallard es la diferencia entre un libro de
matematicas y un libro de texto de matematicas. La transposicion didactica que planteaba
Chevallard (1991b) es el proceso por el que se adaptan las matematicas formales o
cientificas es decir, el saber sabio, al nivel de ensefianza del que va a aprender, en este
caso, a la secundaria. Esta adaptacion la hace el profesor, pero también la hace el libro de

texto, como podemos ver en la figura 12.
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Proceso Proceso de Proceso de
de resignificacion por contextualizacion por
descontextualizacion parte del profesor el profesor del
de matemadticas area técnica
- - -
i i i
1 |} '
i i i
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cientifico) ! i {libros de texto) ) (actuar del profesor) ) (actuar del profesor)
. \

Conocimiento

construido por el
estudiante dentro
de un contexto
en particular

Figura 12. Procesos de transposicion didactica y transposicion contextualizada (Trejo y Trejo, 2013)

Una imagen mas clara de la relacion entre el conocimiento, el alumno y el libro la

tenemos en la figura 13.

textbook

student mathematical knowledge

Figura 13. Representacion del uso de los libros de texto por los alumnos (Rezat, 2006a, p.411).

Esta idea es similar a la que transmiten Valverde, Bianchi, Wolfe, Schmidt, y
Houang (2002), “los libros de texto ayudan a definir las materias académicas a medida
que los estudiantes los experimentan” (p.l), es decir, la materia que se ensefia esta
fuertemente influenciada por la perspectiva que ofrecen los libros de texto. Esta misma
opinién la muestra también Cordero y Flores (2007). Incluso hay estudios que analizan

como influyen los libros de texto en profesores en formacion, observando que cuando
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existe alguna carencia en el contenido matematico de estos sujetos, ellos también se
apoyan en el libro de texto para suplir dichos problemas (Davis, 2009).

Es mas, se puede incluso llegar a pensar que los libros de texto son la extension
del curriculum en el aula, y como tales dejen ver otros problemas de los que adolece el
mismo tal y como indica Crawford (2003) “los libros de texto son la definicion
dominante del plan de estudios en las escuelas y representan las batallas y compromisos
politicos, culturales y econdmicos” (p.5).

Incluso hay autores, que en una profunda reflexion sobre el contenido actual de
los libros de texto piensan que en ocasiones los libros son mas dafiinos que beneficiosos,
como es el caso de Ceglie y Olivares (2012) ya que las nuevas ediciones incorporan
material sobre metodologia y evaluacion que llegan a anular en cierta manera el papel del
profesor.

El libro de texto ademas juega un papel crucial en la vida educativa de las
personas, siendo en muchas ocasiones el referente considerado autoridad del
conocimiento humano, como advierten en la introduccion de su libro De Castell, Luke, y
Luke (1989).

En definitiva, como indican Reys, Reys, y Chavez (2004) “la eleccion de los
libros de texto a menudo determina lo que los profesores ensefiaran, como lo ensefiaran y
coémo los estudiantes los aprenderan” (p. 61).

Como sefalaba Glasnovi¢, (2014, p.252)

Una minuciosa lectura de la literatura disponible pone de relieve las razones por
las que los libros de texto son objetos adecuados de investigacion:
a) Los libros de texto son objetos y medios tangibles;
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b) Los libros de texto contienen texto de manera significativa;

c) Los libros de texto son ampliamente utilizados por los estudiantes y los
profesores;

d) Los libros de texto estan profundamente integrados en el curriculo;

e) Los libros de texto reflejan las tradiciones culturales y educativas.

Por tanto, tras estudiar en el primer capitulo el concepto de dispersion y sus
medidas y en el segundo el papel de las medidas de dispersion en el curriculum vigente,
el siguiente paso 16gico es estudiar el libro de texto, previo a ese andlisis de libros de
texto se va a exponer en este capitulo las diferentes investigaciones que existen sobre
libros y los diferentes marcos tedricos existentes para su analisis.

3.2. Historia de los libros de texto de matematicas

Se datan libros con contenido matematico desde la antigiiedad. Desde que el ser
humano empieza a escribir las matematicas forman parte de esa escritura, por ejemplo,
tenemos textos como el “Plimpton 322” (Babilonia, 1900 a.C.), considerado el texto
matematico mas antiguo como afirma Maor (1998), “el papiro de Rhind” (Egipto, 1650
a.C.) o los “Sulva Sutras” (India, 800 a.C.), estos antiguos textos recopilaban problemas
sobre capacidades, areas dimensiones de terraplenes, etc., ..., es decir, el conocimiento
de geometria y calculo que existia a modo de normas. Se pueden considerar como de
transmision entre pares, y también a personas que se iban a iniciar en el sacerdocio o el
uso de las matematicas, funcionarios reales, etc., ... segun la cultura.

Sin embargo, el primer libro de Matematicas propiamente dicho, en el sentido de
que partiendo de unos axiomas se desarrolla una teoria matematica, es los “Elementos” de

Euclides, escrito alrededor del siglo III a. C. (Aleksandrov, Kolmogorov, y Laurentiev,

1988), aunque considerada por muchos una obra de cardcter geométrico incluye varios
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volumenes (VII, VIII y IX) al estudio del nimero y otros tantos (Il y V) son de caracter
algebraico, esta obra es fundamental ya que fue parte de la educacion académica de los
jovenes durante muchos siglos formando parte del Quadrivium en la formacion en la
edad media en Europa, ain hoy dia es empleado por numerosos educadores para
introducir, a nivel basico, la geometria. De hecho, el Quadrivium fue también un invento
griego, en concreto de Arquitas de Tarento, como sefala la obra “Historia de la
matematica” (Boyer, 1986).

En Asia también se desarrollaron libros de texto, por ejemplo, el libro “Los nueve
capitulos en el arte matematico”, desarrollado en China cerca del afio 150 a.C. y que pudo
servir de libro de texto no s6lo en China sino en otros paises del entorno.(Shen, Crossley,
Lun, y Liu, 1999, a través de Fan, Zhu, y Miao, 2013).

Durante la edad media fueron los musulmanes, sin embargo, quienes mas
impulsaron el conocimiento de la matematica, a través de la traduccion de obras clasicas
y la creacion de obras nuevas, como “Sobre los célculos con numeros ardbigos” (800
d.C.) de Al — Khowarizmi, que introdujo en Europa el método de numeracion actual,
aunque no consiguié una gran difusion hasta varios siglos después, también se le
considera el verdadero padre del algebra. Como dato anecddtico de esta época podemos
destacar al giennense Ibn Muad, cadi de Jaén (taifa de Jaén, siglo IX), que fue el autor del
libro de trigonometria esférica mas antiguo de Occidente (Veguin, 2010).

Durante esta época y hasta el siglo XV la educacion estuvo dominada por las

instituciones religiosas, que normalmente utilizaban obras en latin o traducciones
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realizadas del arabe y el griego al latin, sin embargo, entre quienes podian permitirse una
educacion superior, la formacion en matematicas no era la mas importante, ya que no
podian ganarse la vida de esta manera, siendo el derecho y la medicina las formaciones y
traducciones mas requeridas. A pesar de ello los manuscritos de Ripoll (900-1100), del
monasterio de Cluny de la misma localidad, tuvieron bastante influencia, destacando el
manuscrito 106, donde se describe como medir caminos, ciudades, parcelas de tierra, etc.,
... En cambio, las matematicas si que eran importantes en las escuelas publicas que
impulsaron la burguesia en la baja edad media, donde se ensefiaba el célculo mercantil,
en este ambito, el texto mas antiguo en nuestra lengua es el manuscrito 46 de la Colegiata
de San Isidoro de Leo6n, que data del siglo XV y es andnimo (aunque se sospecha que el
autor era judio y por ese motivo prefirid6 mantenerse en el anonimato), este tratado de
matematicas mercantiles incluye diferentes problemas de herencias y aleaciones entre
otros (Veguin, 2010).

“Summa de [l’art d’Arimeética” de Frances Santcliment, que fue profesor de
Aritmética en Barcelona y Zaragoza, escrito en el 1482, fue el primer libro de
Matematicas escrito en lengua popular en Espafa, en este caso en catalan y traducido
unos afios mas tarde al castellano. Posteriormente se realizaron traducciones al castellano
de obras latinas como “Los Elementos”, la primera fue la de Ricardo Zamorano en 1574,
no exenta de critica, ya que muchos estudiosos pensaban que este tipo de textos solo
podian ser estudiados en latin (Veguin, 2010). Desde estos textos a los actuales, se ha ido
configurando la cultura escolar del libro de texto. Existen dentro de los estudios de textos

escolares algunas revisiones historicas acerca de los libros empleados a primeros del siglo
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pasado como las realizadas por de Oca Navas (2016) en México, Xu (2013) en China,
Ceglie y Olivares (2012) en Estados Unidos o da Ponte (2015) en Portugal, que se
remonta a los libros de texto de finales del siglo XIX, porque la evolucién de la
Educacion Matematica y de la matematica escolar y su ensefianza, en gran medida, se
puede estudiar a través de los libros de texto que la han apoyado, ya que, el desarrollo
curricular siempre ha estado liderado por los libros de texto (Howson, 2013).

El futuro que nos espera, como cuenta Kilpatrick, (2014) estd basado en libros
interactivos y digitales que se puedan portar en una Tablet, libros que generen una
retroalimentacion inmediata y en los que el conocimiento no sea puramente el del libro,
sino que la consulta en Internet sea inmediata.

3.3. Investigacion didactica sobre libros de texto

Las investigaciones didacticas sobre libros de matematicas tomaron cierto auge en
la década de los afios 80 del siglo pasado, surgiendo obras especificas en Francia en 1981
o en el Reino Unido en 1984 (Howson, 2013), esto a pesar de que, tal y como hemos
visto en el apartado anterior, el libro de texto ha estado presente en la ensefianza de las
Matematicas desde hace mucho tiempo, posteriormente este tipo de estudios ha crecido
rapidamente en las tres décadas siguientes (Fan et al., 2013).

Sin embargo, si que existia un foco de atencion sobre libros de otras areas, como
la historia o la lengua que arranca en los afos 20 del siglo pasado bajo el auspicio de la
Liga de Naciones, antecesor de la Organizacion de Naciones Unidas, ya que se temid que

tras la I Guerra Mundial ciertas naciones empleasen los libros de texto con fines
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tendenciosos para crear una falsa imagen de los paises vecinos. Este papel fue asumido
por la UNESCO posteriormente y en 1974 se solicitaba colaboracion internacional para la
evaluacion de libros de texto como se indica a continuacion

Los Estados miembros deben fomentar un intercambio mas amplio de libros de texto,
especialmente los libros de texto sobre historia y geografia, y adoptar, cuando proceda,
medidas, celebrando, si es posible, acuerdos bilaterales y multilaterales, para el estudio
reciproco y la revision de libros de texto y otros materiales educativos. A fin de
garantizar que sean exactos, equilibrados, actualizados y sin prejuicios y que fomenten el
conocimiento mutuo y la comprension entre los diferentes pueblos (Pingel, 2010, p.13).
En matematicas, dicho interés se mantiene, ya que, por ejemplo, en el ICME-10
se realiza un grupo de discusion llamado “Focus on the development and research of
mathematics textbooks”, este tipo de grupos de discusion continua en el ICME-11, en el
2008, a través del grupo llamado ‘‘The changing nature and roles of mathematics
textbooks: form, use, access’’, mas tarde la revista “ZDM. The International Journal on
Mathematics Education”, ha dedicado su volumen 45, nimero 5 del ano 2013 al tema
monografico “Investigar libros de texto en Educacion Matematica”. En este nimero se
hace una recopilacion de la investigacion pasada, presente y las perspectivas de futuro.
Igualmente, en el ICME-13 hubo un grupo de discusion focalizado en libros digitales
llamado “Exploring and making online creative digital maths books for CMT” (Fan,
2013).
Consultando webs especializadas en Educacién Estadistica como la de la
“International Association for Statistical Education” los articulos, tesis, etc...
encontrados sobre andlisis de libros de texto apenas llegan a la veintena, un niimero

pequenio de trabajos comparandolos con los que existen en el resto de los temas de

interés.
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En Espafa esta tendencia es creciente desde 2009, a partir del XIII Simposio de la
SEIEM en el que se realizd un seminario sobre libros de texto como indican Marco-
Buzundriz, Munoz-Escolano y Oller-Marcén (2016) en un trabajo presentado en el
pasado XX Simposio de la SEIEM en Malaga en el que recopilaban los trabajos sobre
libros de texto realizados entre 1997 y 2015. En este mismo congreso se presentaron
varios trabajos muy interesantes, entre ellos Ortiz, Albanese y Serrano (2016), que trataba
del lenguaje empleado en los textos de secundaria.

Una de las universidades que mads trabajos acerca de analisis de libros de texto en
el campo de la Estadistica ha generado es la Universidad de Granada, donde se han
analizado libros de Educacién Primaria, Secundaria y Universidad, algunos trabajos que
se pueden destacar en orden cronoldgico son Ortiz (1999) hasta algunos de los tltimos
como Gea, Batanero, Canadas, y Arteaga (2013), Gomez-Torres, Ortiz, y Gea (2014),
Batanero, Diaz-Levicoy, Arteaga, y Gea (2014), Arteaga y Diaz-Levicoy (2016) o Diaz-
Levicoy, Giacomone, Lopez-Martin, y Pifieiro (2016), el trabajo fin de méster de Diaz-
Levicoy (2014) y también se pueden destacar algunas tesis doctorales como las de Gea
(2014) y Gomez-Torres (2014). En el &mbito internacional se pueden destacar las tesis de
Johansson (2003), la de O’Keeffe (2011) o la de Capiral (2012).

Un claro signo de que la escasa atencion a los libros de texto estd cambiando es
que el pasado Congreso Internacional Virtual sobre el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos (CIVEOS, 2017) de 90 comunicaciones

presentadas 7 trataban directamente los libros de texto directamente y algunas otras
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tangencialmente, eso supone cerca de un 8% de los trabajos que se estan produciendo, y
aunque puede ser anecddtico poner el foco en un solo congreso, si que se puede pensar
que este tipo de estudios esta en auge.
3.4. El libro de texto en Matematicas

El libro de texto, como se indicaba anteriormente es fundamental en educacion,
ademds como se observaba en la introduccion en palabras de Crawford (2003) es una
representacion del curriculum, esta misma opinion manifestaba Rico (1990)

Hasta el presente el saber matematico ha estado institucionalizado, seleccionado,
secuenciado y debidamente estructurado en el libro de texto, proporcionando seguridad al
ensefiante. El libro de texto supone un esfuerzo de sintesis, planificacion estructuracion y
acomodacion de los contenidos dispuestos por el curriculum, en consecuencia, el libro de
texto se ha considerado como el paradigma del conocimiento que se debe trasmitir a los

estudiantes (Rico, 1990 a través de Del-Pino y Estepa, 2015, p.2).

Pero ;se puede hablar de unas caracteristicas comunes o propias de los libros de
matematicas? Varios autores han intentado establecer unas caracteristicas que le sean
propias, ya sea por la propia opinidn, experiencia o experiencia compartida a través de
entrevistas y encuestas. Existen dos caracteristicas que son comunes, la apariencia,
lenguaje y contenido que se agrupan en un bloque llamado funcion didactica y la
estructura, en este caso microestructura, exposicion-ejemplo-ejercicios que detallan Love
y Pimm (1996).

En los siguientes apartados se describen algunas caracteristicas comunes y

analisis de la estructura del libro de matematicas y la relacion que tiene este con el

curriculum.
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3.4.1. Caracteristicas del libro de texto de matematicas.
En diferentes blogs se pueden encontrar algunas sugerencias para hacer un buen
libro de matematicas, asi en Nirmal (2011) se indica:

Un libro de matematicas debe ser escrito de acuerdo con las metas y objetivos de la
enseflanza del tema en esa clase en particular.

Debe estar bien ilustrado.

Debe haber diagramas y figuras donde sea necesario.

El libro de texto debe estar escrito en un lenguaje sencillo y comprensible.

Debe estar libre de errores.

Debe estar escrito al alcance de los nifios.

Debe proporcionar materiales suficientes para motivar a los estudiantes a resolver
problemas.

Los estudiantes deben tener una oportunidad adecuada de aprender a través de su propia
iniciativa y esfuerzo.

Los problemas deben relacionarse con las necesidades de la vida real y los ambientes
fisicos y sociales de los estudiantes.

Debe fomentar la actitud correcta hacia el autoaprendizaje y la autosuficiencia entre los
alumnos y debe hacerse mediante la promocion de proyectos, trabajos de campo y
trabajos de laboratorio.

Debe promover el uso de enfoques analiticos, sintéticos, inductivos-deductivos, de
resolucion de problemas y heuristicos para la ensefianza.

El contenido debe estar actualizado.

Los ejercicios deben apuntar a todos los niveles de los estudiantes. Debe ser un reto para
los estudiantes inteligentes y debe dar la oportunidad de promedio y por debajo de los
estudiantes promedio también.

Debe satisfacer la diferencia individual en los estudiantes y debe satisfacer las diversas
habilidades, intereses y actitudes.

Debe promover la estructura ldgica y psicoldgica de los contenidos.

Debe prever la practica, la revision y satisfacer las exigencias del examen.

También el libro de texto debe ser atractivo y debe tener las cualidades externas
necesarias, es decir, su levantamiento, el papel y la impresion, etc., debe ser bueno.
(Nirmal, 2011).

Otro blog da cuenta de su propia receta:

La apariencia del libro de texto y la portada atractiva deben ser atractivas. El papel
utilizado en el libro de texto debe ser de calidad superior. Debe tener impresion de la
calidad y la encuadernacion del libro debe ser fuerte y durable. La impresion debe ser
audaz y facilmente legible.

El libro de texto debe ser de la ultima edicion con las modificaciones necesarias.

El libro de texto debe tener un precio moderado y estar disponible en el mercado.
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Debera ser escrito por maestros calificados, experimentados y competentes de
matematicas o por un comité de expertos constituido por el gobierno estatal.

El libro de texto debe ser escrito de acuerdo con el programa prescrito y cada aspecto del
programa debe ser cubierto adecuadamente.

Debe estar de acuerdo con los objetivos y metas a ensefiar en esa clase particular.

Debe prever las diferencias individuales. Debe satisfacer las necesidades de los
estudiantes de diferentes habilidades, intereses y actitudes.

Deberan existir suficientes disposiciones para la revision, la practica y el examen.

El libro de texto debe relacionar el aprendizaje en el aula con las necesidades de la vida
real y los entornos fisicos y sociales de los alumnos.

El contenido presentado en el libro de texto debe ser exacto y actualizado. Debe incluir
los desarrollos recientes en matematicas relacionados con el contenido tratado.

El tema del libro de texto debe organizarse cuidadosamente con referencia a las
consideraciones tanto légicas como psicologicas que hacen que la ensefianza sea efectiva.
El contenido del libro de texto debe tener un valor directo, practico y social.

El contenido debe organizarse en orden creciente de dificultad. Se debe seguir el
principio de correlacion vertical para relacionar los conocimientos actuales con el pasado
y el futuro.

El lenguaje utilizado en el libro de texto debe ser simple y facilmente comprensible y al
alcance de los alumnos. El estilo y el vocabulario utilizados deben ser adecuados para el
grupo de edad de los estudiantes para quienes el libro esta escrito.

Los términos y simbolos utilizados deben ser los que sean populares y aceptados
internacionalmente. Todos los términos, conceptos y principios utilizados en el texto
deben ser claramente definidos.

La presentacion del tema debe ser atractiva e interesante con ilustraciones apropiadas en
términos de imagenes, diagramas y figuras.

Los diagramas utilizados en el libro de texto deben ser facilmente reconocibles y las
construcciones geométricas deben ser proporcionales a las medidas prescritas por el
problema.

Debe fomentar la actitud correcta hacia el autoaprendizaje y la autosuficiencia entre los
alumnos al sugerir trabajo de proyecto, trabajo de campo y trabajo de laboratorio.

Debe proporcionar oportunidades adecuadas para motivar a los estudiantes a resolver
problemas presentando un nimero adecuado de problemas elaborados a partir de
situaciones de la vida cotidiana que requieren que el estudiante aplique los principios
matematicos y la formula para su solucion.

Debe facilitar el uso de enfoques analiticos, sintéticos, inductivos, de resolucion de
problemas y heuristicos de la ensefianza.

El libro de texto debe contener algunos problemas dificiles o ejercicios para desafiar a los
estudiantes dotados para las matematicas.

Debe haber ejercicios bien graduados dados al final de cada tema para satisfacer las
necesidades de todo tipo de estudiantes.

El libro de texto debe estimular la iniciativa y la originalidad de los estudiantes.

La matematica oral debe encontrar su lugar apropiado en el libro de texto.

Las respuestas dadas al final de cada seccion deben ser correctas.

Debe ofrecer sugerencias para mejorar los habitos de estudio.

Debe satisfacer las exigencias del examen. (ANCY, 2015).
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Otro estudio interesante es el realizado por Shield (1989), donde cuestionaba a
una serie de profesores acerca de los atributos deseables en un libro de texto, obtuvo trece
caracteristicas ordenadas por orden de preferencia:

1. Proporciona problemas reales para que los estudiantes piensen.

2. Los términos estan expresados correctamente.

3.Tiene nuevas palabras y simbolos.

4. Se proporcionan explicaciones legibles para los estudiantes.

5. Las ideas, reglas y definiciones importantes estan destacadas.

6. La secuencia de temas en el libro puede ser variada.

7. Proporciona temas adicionales para que los estudiantes investiguen.

8. Atiende a una amplia gama de habilidades estudiantiles.

9. Proporciona instrucciones para que los estudiantes realicen las actividades y
experimentos.

10. Contiene muchos ejemplos.

11. Se ve atractivo.

12.El contenido se ajusta al programa.

13. Proporciona todo lo necesario para ensefar el curso (Shield, 1989, p.13).

Howson (2013) basadndose en su larga experiencia de escribir y revisar libros de
texto apunta que para poder considerarse que tiene cierta calidad, un libro debe tener los
siguientes atributos:

Coherencia matematica. Claridad y precision de las explicaciones.

Claridad en la presentacion de nucleos. El rango, cantidad y calidad de los ejercicios.
Conexion con la vida real y con otras asignaturas tanto en la explicacion como en los
gjercicios.

Balance de género, racial y social.

El uso de lenguaje apropiado para desarrollar las habilidades lecto-escritoras.

Se tiene en cuenta la evidencia de resultados de investigaciones y la experiencia
profesional acumulada.

Prevision de las diferentes capacidades de los estudiantes que van a emplear el libro.
Atractivo fisico del libro: formato, letra, color, ilustraciones...

Algunos signos de originalidad en el material, ejemplos o ejercicios.

La prevision de guias del profesor que vayan mas alld de un libro de respuestas y
compense la doble demanda de desarrollo de la comprension matematica de los
profesores y apoyo en la gestion de las lecciones (Howson, 2013, p. 654).
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Ademas de estas caracteristicas se podria incluir también que haga uso del humor,
este aspecto se destaca en Berisha (2015), siguiendo pautas como las recomendadas por
Flores (2003) y Guitart-Coria y Flores (2003).

Similares caracteristicas son las que se le piden a un libro electronico como se
observa en Reints, (2015) que se resumen en disefio atractivo y buena visualizaciéon en
todo tipo de pantallas, coherencia, claridad, amplitud de ejercicios y ejemplos, los
aspectos mas innovadores son, que pide que estos ejercicios se adapten a la taxonomia de
Bloom y las inteligencias multiples de Gardner, y que ademas el libro sea interactivo, es
decir, cuando un concepto se quiere definir mejor el libro te lleve a internet incluyendo la
idea de que se pueda conocer de forma instantdnea si un ejercicio estd bien o mal
resuelto.

Tras analizar estos criterios expuestos por diferentes autores se pueden extraer
unas caracteristicas comunes que se esperan, o que son deseables en los libros para poder
decir que tienen cierta calidad.

e En cuanto al aspecto. Debe ser atractivo, debe incluir variedad de fuentes
tipograficas y estar editado en color.

¢ En cuanto al lenguaje. Debe ser conciso, utilizar un lenguaje conocido y si
no lo es definir los nuevos conceptos claramente. Debe respetar la equidad
de género, raza y social.

e En cuanto a los graficos. Debe utilizar graficos e imagenes abundantes y

adecuadas que no presten a confusion.
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e En cuanto al contenido. Debe cumplir con los objetivos y metas a ensefiar,
favoreciendo la lecto-escritura y el autoaprendizaje. Debe estar basado en
problemas y proyectos, siendo estos cercanos al estudiante. Los ejercicios
deben ser multinivel, adaptados a los diferentes ritmos de aprendizaje del
aula.

e En cuanto a su confeccion. Los escritores deben ser especialistas en el
ambito y debe estar puesto al dia conforme a las Gltimas investigaciones
en matematicas y didactica.

e En cuanto a su uso. Debe servir de apoyo al docente y debe ser asequible

al estudiante.

3.4.2. Estructura del libro de texto de matematicas.

Otro aspecto que estudiar en los libros de texto es la estructura que, contra lo que
se pueda pensar es diferente en cada pais, aunque en Espafia sea mas o menos
homogénea. En este apartado se va a analizar la estructura en varios paises, como Reino
Unido, Alemania y Francia y después se comentara la estructura general de los libros de
texto de matematicas en Espafia.

Haggarty y Pepin (2002) realizan un analisis de textos en el Reino Unido, Francia
y Alemania. En este estudio observan que la estructura no es igual en los tres paises.

En Francia, segin los autores, los libros estan redactados por la figura del

“inspector matematico” y que consta cada tema de la siguiente estructura: actividades
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cognitivas que introducen la nocion, el nucleo de la leccion (“le cours”) y una serie de
gjercicios.

En el caso de Reino Unido los alumnos son separados en grupos clasificados en
funcion de su puntuacion en el Test de Curriculum Nacional, este tipo de organizacion se
conoce como “tiers”, esto hace que, aunque después tienen que trabajar todos el mismo
curriculum, no lo hacen partiendo del mismo punto ni con la misma profundidad y
finalidad. Por tanto, los libros no son esenciales en el Reino Unido, ya que su uso esta
restringido y la pretension no es que lo utilicen, el aspecto que dan de las matematicas
estos libros es que “parecen ser un conjunto de reglas y hechos no relacionados pero
utilitarios” (Haggarty y Pepin, 2002, p.586), de hecho nos ofrecen en Pepin y Haggarty
(2001) una estadistica donde indican que solo el 67% de las escuelas britdnicas emplean
libros para los cursos 7 y 8, donde ademas un 20% de ese alumnado utiliza el libro menos
del 50% del tiempo. Esto hace que la estructura en los libros ingleses sea mas utilitarista.

En el caso de los libros alemanes, existe un analisis més en profundidad elaborado
por Rezat (2006b), en este caso distingue entre la macroestructura y la microestructura.
En el primer caso se habla de la estructura a lo largo de todo el libro, mientras en el
segundo caso se hace referencia a la estructura de un capitulo o leccion concreta. Esta
definicion estructural la extrae de Valverde et al. (2002) en el andlisis que hacen de una
amplia muestra de libros matematicos y se analizara mas adelante en este apartado. Rezat
(2006b) no analiza la macroestructura, pero si la microestructura y lo hace en
profundidad, destacando cinco partes que contiene cada capitulo del libro: tareas

introductorias, exposicion, nucleo, ejercicios resueltos y ejercicios finales.
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Valverde et al. (2002) analizaron la estructura esquematica, mas compleja, de los
libros espafioles, coreanos, rusos y mejicanos. Anteriormente se hacia referencia a estos
autores cuando se hablaba de las diferencias entre las estructuras generales y concretas
que definen de la siguiente manera, las macroestructuras son

caracteristicas estructurales que recorren todo el libro. Estas caracteristicas mas
omnipresentes representan un aspecto importante de los libros de texto que parece influir
en las oportunidades de aprendizaje que los libros de texto estan destinados a promover a
lo largo de todo un afio escolar... Las macroestructuras forman el contexto basico en el
que cada libro de texto construye la vision de la matematica o la ciencia que pretende
transmitir. Parecen ser claramente una parte de la vision de la ciencia o de las
matematicas incorporadas en el libro de texto (Valverde et al., 2002, p.21).

Y las microestructuras son

las estructuras asociadas con lecciones especificas destinadas a ser utilizadas en un

pequefio nimero de sesiones de instruccion en el aula que denominamos "micro"

estructuras... las microestructuras encarnan intenciones pedagogicas para una sola

leccion (Valverde et al., 2002, p.21).

En los libros de texto de matematicas espafioles podemos observar los dos tipos
de estructuras.

La macroestructura es un fiel reflejo de los bloques de contenidos que dictan los
reales decretos, de tal manera que los libros estan divididos en unidades didacticas y estas
ordenadas segun los bloques de contenidos que aparecen en la legislacion. Por tanto, para
tercero y cuarto de ESO, que son los cursos que se van a analizar, tendremos
aproximadamente la estructura que sigue:

1. Bloque de problemas. Una unidad. En esta unidad se introducen diferentes

heuristicas para la resolucion de problemas.
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Bloque de nimeros. De una a tres unidades didacticas, que incluyen los diferentes
conjuntos numéricos y sus operaciones. En el tercer curso de ESO incluye una
unidad dedicada a sucesiones.

Bloque de algebra. Dos o tres unidades. Contiene una unidad dedicada a las
expresiones algebraicas y otra u otras dos dedicadas a las ecuaciones y sistemas.
Bloque de andlisis. Dos o tres unidades. Contiene una unidad dedicada al anélisis
de funciones en general y una o dos dedicadas a funciones especificas.

Bloque de geometria. Dos o tres unidades. Contiene una unidad dedicada a la
geometria plana, otra a geometria en el espacio y en algunos casos otra dedicada a
transformaciones.

Bloque de Estadistica y Probabilidad. Dos unidades. Una unidad dedicada a la
estadistica y otra a la probabilidad y azar.

Esta estructura, ademads, estd ordenada en ese preciso orden, relegando el bloque

de estadistica, al igual que la legislacion, al altimo lugar, esto genera algo que ya advirtid

Batanero (2001).

Pensamos que esto indica la existencia de una problematica educativa que tiene su raiz en
que la incorporacion de la estadistica desde la escuela no es todavia un hecho. Aunque los
curriculos de Educacion Primaria y Secundaria la incluyen, los profesores suelen dejar
este tema para el final del programa y con frecuencia lo omiten. Los alumnos llegan a la
universidad sin los conocimientos basicos y es preciso comenzar el programa repitiendo
los contenidos de estadistica descriptiva y célculo de probabilidades que debieran haber
asimilado en la escuela (p. 11).

Es decir, que los libros perpetiian en su macroestructura algo que ya hacen las

disposiciones legales, y es que, salvo cambios en la programacion de la asignatura que

son infrecuentes, aunque cada vez se dan mads, la estadistica esta al final de libro. Por
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tanto, en un curriculum cada vez més denso, como hemos podido observar en la
evolucion de éste en el capitulo anterior, si algiin tema no se imparte es el de estadistica.
Este hecho se puede observar en la decision tomada por las comisiones de la prueba de
acceso a la universidad en este curso, 2016-2017, donde se ha incluido por primera vez la
Estadistica en la asignatura Matematicas II, ya de por si muy densa, y ante la falta de
tiempo para impartir todo el temario se ha optado por excluir la estadistica de la prueba
selectiva, lo que genera que en la practica tampoco se vea en los centros.

La microestructuctura es similar entre textos y en el capitulo 6 se profundizara un
poco mas sobre ella, ya que nos permite delimitar las unidades de analisis
correspondientes.

Desde una perspectiva general la microestructura de los temas es la siguiente:

1. Una lectura introductoria, que suele tener como tema central algiin pasaje
de la historia del desarrollo del concepto contado de forma amena, o una
relacién con conceptos previos del alumnado.

2. Unas actividades introductorias que indagan sobre los conocimientos
previos del alumnado.

3. Exposicion de los contenidos de forma ordenada.

a. Se expone el concepto.
b. Se exponen los procedimientos asociados al concepto.
c. Se introduce un ejercicio resuelto.

d. Se proponen varios ejercicios o problemas.
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4. Mapa conceptual o esquema y breve propuesta de repaso.
5. Ejercicios finales del tema.
6. Recursos online y propuestas de investigacion.

Como se observa en la microestructura genérica de los capitulos de los libros, en
muchas ocasiones se desconectan unos conceptos y procedimientos de otros hasta el final
del tema, donde si existen ejercicios o actividades que trabajan simultdneamente varios
conceptos o procedimientos. Esto puede producir que los alumnos separen ciertos
conceptos (medidas de tendencia central y de dispersién en nuestro caso) y no los
relacionen.

Para concluir este apartado, como indicaban Valverde et al. (2002), la estructura
del libro se hace fundamental, porque dependiendo de la macro y la microestructura se
producen modelos didécticos diferentes que afectan al aprendizaje del alumno.

3.4.3. El libro de matematicas y el curriculum.

Como se observa en la macroestructura de los libros de matematicas, el texto es
una extension del curriculum en el aula, es decir, sigue el mismo orden que los bloques
indicados en la legislacion y trata de dar voz a la metodologia propuesta en la legislacion.

En cierto sentido los libros de texto son los que coordinan el curriculum en el
aula,

Los libros de texto son la caracteristica mas importante de la ensefianza de las
matematicas debido a su estrecha relacion con la instruccion en el aula. Los libros de
texto identifican los temas y los ordenan de la manera que los estudiantes deben
explorarlos. También intentan especificar como se pueden estructurar las clases en el aula
con ejercicios y actividades adecuadas. Por lo tanto, los libros de texto estan disefiados
con el fin de ayudar a los profesores a organizar su ensefianza (Johansson, 2005, p.119).

En palabras de Valverde et al. (2002).
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En la mediacion entre los objetivos del sistema educativo y las realidades de las aulas, los
libros de texto son un factor critico en la caracterizacion de las oportunidades educativas.
Muchos participantes del sistema educativo se preocupan por establecer las metas del
sistema. Sin embargo, es una responsabilidad fundamental y profesional de los docentes
preocuparse por su implementacion... los libros de texto se escriben para apoyar y guiar
la instruccion en el aula. (p.167)

De hecho Valverde et al. (2002) indican que

Los libros de texto estan disefiados para traducir las abstracciones de la politica curricular
en operaciones que los profesores y los estudiantes pueden llevar a cabo. Se pretende que
sean mediadores entre las intenciones de los disefiadores de la politica curricular y los
profesores que imparten instruccion en las aulas. Su funcién mediadora precisa puede
variar de acuerdo con las especificidades de diferentes naciones, sistemas educativos,
escuelas y aulas. Su gran importancia es constante (p.2).

Por tanto, se puede ver que los libros de texto, como se indicaba en la
introduccion del capitulo, juegan un papel fundamental de relacion no sélo entre el saber
cientifico y el ensefiado, sino también entre el curriculum y el estudiante.

De hecho Valverde et al. (2002) modifican el modelo tripartito de curriculum de
la Asociacion Internacional para la Evaluacion del Logro Educativo (IEA por sus siglas
en inglés) insertando un cuarto elemento, que es el propio libro de texto, tal y como se
puede observar en la figura 14. El modelo original era definido tomando partes de otros

autores por Tornroos (2005, p.316) como sigue,

En este modelo, los sistemas educativos se describen a través de tres niveles de curriculo:
el previsto, el plan de estudios implementado y el alcanzado. El plan de estudios previsto
se refiere al curriculo tal y como existe a nivel de sistema y cubre las metas y objetivos
establecidos en los documentos oficiales del curriculo. El plan de estudios aplicado es el
curriculo tal como se aplica en las escuelas y las aulas. En el caso de las matematicas, el
curriculo implementado significa la instruccion de matematicas que los estudiantes
reciben en clase. El curriculo alcanzado es simplemente los resultados de la educacion.
Este nivel incluye no so6lo los conocimientos y habilidades que los estudiantes han
adquirido en la escuela, sino también los resultados afectivos de la escolarizacion, como
la motivacion para el estudio y las actitudes hacia el estudio de las matematicas.
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INTENDED
Intentions,
Aims & Goals
POTENTIALLY
IMPLEMENTED
Textbooks and Other
Organized Resourc
Materials
IMPLEMENTED

Strategies, Practice &
Activities

ATTAINED

Knowledges: Ideas,
Constructs, Schemas

Figura 14. Libros de texto y el modelo tripartito. (Valverde et al., 2002, p.13)

En la figura se observa en un primer nivel el curriculum previsto o pretendido, es
decir, el que da la administraciéon educativa, el elemento que se inserta en el modelo
tripartito original es el punteado, en este caso es el papel del curriculum potencialmente
implementado, que lo conforman los libros de texto y otros recursos, en el siguiente nivel
el curriculum implementado, que es el que el profesor lleva a cabo, y por ultimo el
conseguido o implementado, que lo conforman las ideas y conocimientos que adquiere el
alumno como ya se indicaba previamente. Esta estructura es muy similar a la del EOS
que se mostrard en el capitulo 5, donde se distinguird entre significado pretendido e
implementado, teniendo también el significado de institucional y el personal, donde el

libro ayudara al transito de unos significados a otros.
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Pero no es el tnico modelo de curriculum en el que el libro juega un papel
fundamental, otro modelo lo presenta esquematizado Johansson (2003) en su tesis
doctoral a partir de estudios previos de Porter y Smithson (2001) que distingue cuatro
niveles, el curriculum previsto, el promulgado, el evaluado y el aprendido. Con
curriculum previsto se refieren a “promulgaciones politicas tales como estdndares
curriculares, marcos o guias que describen el curriculo que se espera que los maestros
ensefien” (Porter y Smithson, 2001, p.2) Por curriculum promulgado se entiende “el
contenido curricular real que los estudiantes trabajan en el aula” (Porter y Smithson,
2001, p.2) El curriculum evaluado es representado por los test de alto impacto sobre el
alumnado, porque definen su futuro, la figura equivalente en Espafia seria la selectividad
o la revalida que se queria implantar con la LOMCE. El curriculum aprendido seria lo
que el alumno aprende.

Ademas de estos cuatro niveles, Johansson (2003) introduce el concepto de
curriculum oculto

el curriculo oculto es una expresion ampliamente conocida - una metafora para describir
el curriculo no deseado, que es lo que los estudiantes aprenden de la cultura y el clima de
las escuelas...Los libros de texto pueden, en cierta medida y en varias aulas, ser
considerados como el curriculo implementado y asociarse al curriculo promulgado... Por
lo tanto, si los libros de texto son el curriculo implementado, el analisis de libros de texto
puede decirnos algo sobre el curriculo oculto. (pp. 8-9).

Como ya indic6 Crawford (2003) dando su punto de vista,

Los libros de texto escolares son construcciones sociales y durante su proceso de
fabricacion los autores y los editores se encuentran inevitablemente incluyendo y
excluyendo las expectativas de las partes interesadas acerca de lo que constituye el
conocimiento legitimo del curriculum. (p.6).
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Incluso algunos autores como Herbel-Eisenmann (2007) lo consideran curriculum
propiamente dicho, poniéndole la etiqueta de “curriculum escrito”.

Como se observa en los modelos anteriores, el libro es una referencia del
curriculum y en muchos casos se considera un nivel mas del mismo, por tanto, se
analizard con estos modelos e ideas en mente, pero bajo un prisma algo diferente la
influencia del curriculum en el libro y de este en el aula, ademas de su papel como
mediador necesario del curriculum y el alumno.

3.5. Algunos marcos teoricos para el analisis de libros de texto en matematicas

Aunque han existido diferentes trabajos en el sentido de unificar y estandarizar la
metodologia para analizar libros de texto , en Didactica de las Matematicas existen varios
marcos tedricos que desarrollan herramientas y constructos para analizar libros de texto,
entre ellos vamos a destacar tres, el Tetraedro Socio-Didactico, el método basado en el
Estudio Internacional de Tendencias en Matematica y Ciencias y el Enfoque Onto-
Semiotico, de este ultimo solo se realizard una breve descripcion, ya que sera el marco
tedrico a emplear en esta tesis y se le dedicara un capitulo posteriormente.

Antes de dar paso a los diferentes modelos teoricos de andlisis de libros es
conveniente destacar un concepto que se va a dar en todas las teorias, el de artefacto.
Norman (1991) los define como “un artefacto cognitivo es un dispositivo artificial
disefiado para mantener, mostrar u operar con informacion con el fin de dar una funciéon
representativa” (p.17). Es necesario dar esta definicion y otras mas profundas ya que el
libro se va a considerar en la mayoria de las teorias un artefacto. En un sentido mas

amplio se puede utilizar la definicion de Straer (2012).
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El artefacto se utiliza en un sentido amplio, apoyandose en la nociéon de Wartofsky

(1979) (XII: "todo lo que los seres humanos crean por la transformacion de la naturaleza

y de si mismos") que difiere del entendimiento tradicional de los recursos curriculares.

Los textos de este libro no s6lo analizan los recursos materiales, sino que prestan la

debida atencion a las fuentes inmateriales disponibles para los profesores (de

matematicas). Ademas de los recursos materiales, un analisis exhaustivo de los recursos
de los docentes también debe tener en cuenta los recursos inmateriales como los colegas

y las comunidades de practicas docentes (p.vi).

Recurriendo a la fuente original, Wartofsky (1979) dedica la introduccion de su
libro a definir el concepto de artefacto, indicando que el primer artefacto que diferencid
al ser humano del resto de animales fue el lenguaje, y que a partir de ese momento se
dedico a crear otro tipo de artefactos artificiales y tedricos. En este sentido Wartofsky
(1979) le da a los artefactos una dimension social y los clasifica en tres niveles,

primarios, secundarios y terciarios.

Lo que constituye una forma de accion distintivamente humana es la creacion y uso de

artefactos, como herramientas, en la produccion de los medios de existencia y en la

reproduccion de la especie... Los artefactos primarios son los que se utilizan

directamente en esta produccion; Los artefactos secundarios son los utilizados para la

preservacion y transmision de las habilidades adquiridas o modos de accion o praxis por

los que se realiza esta produccion (p.202).

Los artefactos terciarios serian una derivacion de los secundarios, ese papel lo
ocupan las teorias y los modelos.

Asi pues, aunque la nocién de artefacto puede ser limitada o muy amplia, en
general, se considera el libro de texto como un artefacto cultural. (Crawford, 2003;
Ferguson, Collison, Power, y Stevenson, 2006; Rezat, 2006a).

El libro como artefacto es un ente complejo, por eso es necesario un andlisis y

definir un marco tedrico determinado para su analisis, tal y como indica Rezat (2013) “el
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libro de texto de matematicas es un artefacto complejo, que ofrece formas particulares de
ser utilizado y otras restricciones” (p.669).

Ademas, hay que tener en cuenta la diferencia entre instrumento y artefacto, que
son dos ideas, que por su parecido en el lenguaje cotidiano tienden a confundirse “la
diferenciacion entre artefactos e instrumentos estd en el nicleo de la teoria del
instrumento. El instrumento no es una entidad dada, sino que es creado por el usuario en
el curso de la utilizacion de un artefacto” (Rezat, 2013, p.661).

3.5.1. El tetraedro socio-didactico (SDT).

Es un modelo socio-cultural basado en el tridngulo didactico alumno-maestro-
saber, que amplia este tridngulo para poder analizar otros elementos intervinientes en el
proceso educativo. Este modelo ya estaba presente desde Chevallard, quien lo llama
sistema didactico (Chevallard, 1997). Desarrollado por Rezat y Strdfler (2012) tiene
como uno de los objetivos poder analizar artefactos, uno de ellos es el libro de texto
como se ha presentado en la introduccion, y que como se ha indicado previamente es una
creacion humana para mostrar informacion y tiene caracter social y cultural.

El primer tetraedro fue pensado para analizar libros de textos y material TIC
disefiado por Rezat y posteriormente Strdler lo generalizd para los artefactos en general.
La perspectiva que aporta es el papel del profesor como mediador entre los libros de texto
y los alumnos haciendo énfasis en que el alumno no elige el libro de texto, sino el
profesor, que utiliza uno u otro libro con un objetivo concreto y esto estructura el proceso
de aprendizaje de las matematicas. La configuracion del tetraedro se puede ver en la

figura 15.
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artefacts

teacher

student mathematics
conventions
and norms about
being a teacher
conventions and about teaching
and norms about

being a student noosphere
and about learning

peers, family, tutors

public image of mathematics /
relevance of mathematics in society

Figura 15. Tetraedro socio-diddctico. (Rezat y Stréfier, 2012, p.648)

El desarrollo de todas las caras del tetraedro genera una imagen de coémo se
relacionan todos los elementos que intervienen en el proceso didactico, que entre otros
incluyen los que ya estaban en el tridngulo didéctico, y a los que se afiaden diferentes
convenciones, sobre ensefiar y sobre aprender, la funcion de las familias y los
compafieros, la imagen publica de las matematicas y su importancia en la sociedad, la
noosfera, la institucion y los artefactos. La noosfera es un concepto que al igual que el de
sistema didactico definié Chevallard (1997) y lo hace indicado que la noosfera es

la esfera donde se piensa -segin modalidades tal vez muy diferentes- el funcionamiento
didactico. Para esta instancia sugeri el nombre parddico de noosfera. En la noosfera,
pues, los representantes del sistema de ensefianza, con o sin mandato (desde el presidente
de una asociacion de ensefiantes hasta el simple profesor militante), se encuentran, directa
o indirectamente (a través del libelo denunciador, la demanda conminatoria, el proyecto
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transaccional o los debates ensordecidos de una comisiéon ministerial), con los
representantes de la sociedad (los padres de los alumnos, los especialistas de la disciplina
que militan en torno de su ensefianza, los emisarios del 6rgano politico) (p.28).

Este modelo y se puede observar en la figura 16.

textbook
teacher mathematics
conventions and norms  noosphere public image
about being a teacher of mathematics
and about teaching
a textbook
student teacher
conventions and norms  nstitution conventions and norm
about being a student about being a teacher
and about learning and about teaching
b textbook
student mathematics
ublic image
conventions and norms g P 9
family, of mathematics
about being a student %
tutors

and about learning

<

Figura 16. Desarrollo de la caras del tetraedro socio-diddctico. (Juki¢ y Glasnovié, 2016, p.366)

El objetivo de este modelo es analizar la interaccion entre los profesores, los

alumnos, y los artefactos principalmente, ya se ha hablado del libro de texto, pero como
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indican (Rezat y StrdBler, 2012) y en especial el segundo “los artefactos mediadores
pueden ser libros de texto de matemadticas, tecnologias digitales, asi como tareas y
problemas, lenguaje.” (p. 644) Su potencia radica en que nos permite analizar el libro de
texto como el nexo entre las personas y las matematicas, como elemento social y cultural
y como indicdbamos en la introduccion como transposicion didactica de la ciencia
matematica, es decir, como matematicas que pueden ser comprendidas por la institucion
que conforman los alumnos de una escuela.

A pesar de toda la ampliacién que se hace, la estructura del tetraedro permite que
para analizar los libros se puede centrar la atencion en el tetraedro superior que se

presenta en la figura 17.

artifact

teacher

student

mathematics

Figura 17. Tetraedro de la situacion diddctica. (Rezat y Strifer, 2012, p.645)

De esta manera se analiza solo la relacion entre el tridngulo didactico con la

afiadidura de los artefactos, desarrollado queda como se muestra en la figura 18.
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artifact
teacher
student mathematics

Figura 18. Mediacion del profesor en el uso de los artefactos por los alumnos. (Rezat y Strdjfser,
2012, p.645)

Por ultimo, teniendo en cuenta la estructura original del tetraedro

los modelos SDT utilizan el libro de texto con sus influencias sociales y culturales (Rezat

y StrdBer 2012). Se basa en el modelo de Engestrdom del sistema de actividades y

comprende no s6lo maestros, estudiantes, matematicas y herramientas involucradas en el

aprendizaje, sino también parametros institucionales, sociales y culturales que influyen en
la educacion matematica. Con todos sus vértices y puntos destacados, el modelo SDT es
lo suficientemente poderoso como para proporcionar una estructura de uso de libros de
texto, con los profesores y estudiantes como los principales usuarios y para mostrar la

interaccion cultural entre el contexto institucional y social. (Rezat, 2013) (Juki¢ y

Glasnovi¢, 2016, p.356).

Por tanto, para analizar los libros, este marco tedrico no trabaja solo sobre ellos,
sino que también se trabaja a través de entrevistas a los alumnos y profesores y tiene en
cuenta la institucion en la que se trabaja y el papel en la sociedad de las matematicas.

3.5.2. Método basado en el Tercer Estudio Internacional en Matematicas y
Ciencias (TIMMS).

El TIMMS (Third International Mathematics and Science Study) es una

evaluacion internacional que se realiz6 a finales de la década de los 90 donde se

analizaba el curriculum. En este estudio participaron 44 paises, entre los que se



TESIS DOCTORAL

91

JESUS DEL PINO RUIZ

encontraba Espana, como se puede consultar en

https://www.nap.edu/read/5508/chapter/8. El analisis se llevo a cabo en los cursos que

incorporaban alumnos de 9, 13 afios y el curso final de secundaria.

Este estudio analiza el curriculum basandose en el modelo tripartito que exponian
Valverde et al. (2002), y que se ha expuesto en el apartado 3.4.3. Es por tanto un marco
teorico de andlisis de curriculum y esta es la pieza clave del sistema, presenta un modelo
de tres niveles de curriculum: el curriculum pretendido, el curriculum implementado y el
curriculum conseguido. Como se ha expuesto, en este marco tedrico los autores
modificaron el modelo de la IEA para incluir los libros de texto a medio camino entre el
curriculum pretendido y el implementado, como piedra angular de transmision entre
ambos niveles del curriculum. Para el estudiar los libros de texto, en el TIMSS se utiliz6d

una combinacion de diferentes tipos de analisis que sintetizan O’Keeffe y O’Donoghue,

(2011b) en la tabla 5.
Tabla 5. Marcos teoricos su influencia y aportaciones. (p.2)
Marco tedrico Influencia Aportaciones
TIMSS, 2002 Provee la estructura para el analisis Analisis de contenido
de libros de texto Analisis de estructura
Analisis de expectativas
Rivers, 1990 Refuerza el marco del TIMSS Analisis de contenido
Analisis de expectativas
Mikk, 2000 Refuerza el marco del TIMSS Analisis de estructura
Morgan, 2004 Provee el marco para el analisis del Analisis del lenguaje
lenguaje

Por tanto, para estudiar los libros se desarrolla el instrumento TIMMS+
combinando el marco tedrico inicial, que se basa en el andlisis de contenido y de

estructura expuesto en apartados anteriores, con la matriz de Rivers (1990) y Mikk
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(2000), que desarrolld el primero en el SIMMS (Segundo Estudio Internacional en
Matematicas y Ciencias) y en el que analiza los siguientes elementos de los libros de
texto: la motivacion, las claves de comprension, las ayudas técnicas y la orientacion
filosofica.

Para la motivacion presta atenciéon a que el texto presente notas historicas,
biografias de matematicos, informacion sobre el desarrollo profesional, resolucion de
problemas, imagenes y citas, anécdotas o alguna vifieta humoristica. Para las claves de
comprension los items que analiza son el color especifico de los cuadros, y de las
paginas, si se emplean colores para resaltar el texto y el uso de diagramas y graficos. Para
las ayudas técnicas observa si indica el uso de la calculadora y lo explica y si se utilizan,
se da formacidn y se explica como se utiliza software matematico especifico. Por ultimo,
en la orientacion filosofica, se fija en el énfasis, que se puede traducir como la utilidad
que se le dan a los conceptos matematicos (relacionados con el mundo real, puramente
académicos, etc., ...) y la filosofia pedagogica predominante. En estudios posteriores que
emplean la matriz de Rivers se han descompuesto algunos de estos elementos para
realizar un analisis mas amplio como en O’Keeffe y O’Donoghue (2011a).

El TIMMS+ ademas cuenta con el analisis lingiiistico de Morgan (1998) que le
afiadi6 al método los elementos para el analisis lingiiistico. En este libro, Morgan analiza
el lenguaje matematico y como es la escritura especifica de los libros de texto
matematicos, analizando entre otros elementos el tipo de registro y la notaciéon que se

emplea en los libros de texto.
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La evolucion del modelo se concretd en la tesis doctoral de O’Keeffe (2011) y se
resume en la figura 19, donde condenso la forma de estudiar la estructura, el contenido y

las expectativas.

s Structure

» Structure ~ Structure
» Content - Content
* Expectation Expectation

Figura 19. Desarrollo del instrumento TIMMS+. (O Keeffe y O’Donoghue, 2011a, p. 3.)

La potencia de este marco es que analiza varios niveles de concrecion a la vez ya
que estudia la conexion entre curriculum y libros de texto, cuando otros marcos se
concentran solamente en el propio libro, aunque en este resumen solo se han tratado las
herramientas acerca de los libros.

3.5.3. Método basado en el Enfoque Onto-Semiotico (EOS).

En el capitulo 5 se vera este marco tedrico con total amplitud, en este apartado se
realiza un breve avance de los conceptos mas destacados y de las herramientas mas
interesantes del Enfoque Onto-Semidtico (EOS) que fue desarrollado por Godino y
colaboradores en diferentes trabajos desde principios de los 90 (Godino y Batanero,
1994); (Godino, Bencomo, Font, y Wilhelmi, 2006); Godino, Contreras, y Font, 2006;

Godino y Font, 2007; entre otros).
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En este marco se analizan los significados de los objetos matematicos, para

establecer el significado global de referencia se basa en dos ideas, la de significado global
del objeto, que esta formado por diferentes significados parciales, y el significado de
referencia. Este ultimo concepto es muy interesante y aunque se analizara en el capitulo 5

se avanza la siguiente definicion,

Los sistemas de practicas que se usan como referencia para elaborar los significados que
se pretenden incluir en un proceso de estudio. Para una institucion de ensefianza concreta,
el significado de referencia sera una parte del significado holistico del objeto matematico
(Pino-Fan, Godino, y Moll, 2011, p.147).

A los significados parciales de los objetos se llega tras el analisis de seis facetas:

epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecolédgica (Godino et al.,

Sin embargo, como indican Godino y Font (2007) los sistemas de practicas no son

sencillos de analizar, por eso utiliza el andlisis de seis entidades u objetos matematicos

primarios (Godino, 2002; Godino y Font, 2007) que son:

- Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, ...)

- Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, ...)

- Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, nimero, media, funcion, ...)

- Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

- Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

- Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...) (Godino y Font, 2007, p.327).

Para analizar libros de texto, que es el objetivo final de esta tesis el EOS provee

una herramienta, que se llama Guia de Reconocimiento de Objetos y Significados

(GROS)(Godino, Rivas, et al., 2008).
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Es una herramienta que da cuenta de un proceso complejo y dinamico, - la emergencia de

objetos y significados- y que puede ser cumplimentada de varias maneras; lo cual pone de

manifiesto la relatividad de los objetos y significados matematicos (Castro, Godino, y

Rivas, 2010, p. 267).

Esta herramienta clasifica los objetos segin su tipo primario, como se mostraba
unas lineas mas arriba, en tablas en las que se indica el objeto y su significado. “La
ventaja de utilizar esta herramienta es que sistematiza el analisis de objetos y significados
permitiendo un gran margen de maniobra.” (Del-Pino y Estepa, 2015, p.5) Por tanto,
cuando se analicen los libros de texto se hard a través de los 6 objetos matematicos

primarios.

3.5.4. Otras teorias semioticas.

3.5.4.1. Teoria de la mediacion semiotica. (TSM)

La teoria de la mediacion semidtica trabaja de nuevo con la nociéon de artefacto
que se exponia en la introduccion, s6lo que ahora se pone el foco sobre mas elementos
del tetraedro didactico, en este caso el profesor y el alumno. Se basa en las teorias de la
mediacion semidtica de Vygotsky y en la de las teorias de las situaciones didacticas de
Brousseau.

La TSM se centra en torno a la idea seminal de la mediacion semiodtica introducida por
Vygotsky (1978) y tiene como objetivo describir y explicar el proceso que comienza con
el uso de un artefacto por el estudiante y conduce a la apropiacion de un contenido
matematico particular por parte del mismo (Mariotti y Maracci, 2011, p.60).

Dos conceptos son base en esta teoria, el de potencial semidtico de un artefacto y

el de ciclo didactico.
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El potencial semidtico de un objeto se define como

Por potencial semidtico de un artefacto nos referimos al doble enlace semiodtico que
puede ocurrir entre un artefacto y los significados personales que emanan de su uso para
realizar una tarea y al mismo tiempo los significados matematicos evocados por su uso y
reconocibles como matematicos por un experto... La distincion entre significados
personales y significados matematicos puede recordar la distincion de Brousseau entre
conocimiento (en francés: connaissance) y conocimiento (en francés: savoir) (Brousseau,
1997). Incluso si no estan en antitesis, las dos perspectivas no pueden ser reducidas entre
si: la primera subraya la dimension semiotica de los procesos de ensefianza - aprendizaje,
que esta a la sombra de estos ultimos (Mariotti y Maracci, 2011, p.61).

El aprendizaje se realiza a través de lo que en esta teoria se llama el ciclo
didactico, es decir, la evolucion de los significados adquiridos por el alumno esta
marcada por el uso del artefacto, sin embargo, en este ciclo es fundamental el papel del

profesor, no solo el del artefacto, como se aprecia en la figura 20.

Personal Use of an Mathematical
meanings artefact for meanings
Artefact signs accomplishing a Mathematical

task signs

Teacher’s mediation

Figura 20. Potencial semiotico de un artefacto y mediacion del profesor. (Mariotti y Maracci, 2011,
p.62)

Mientras que el ciclo didactico que produce el uso del artefacto y se observa en la

figura 21, explica como evolucionan los significados a través del uso del artefacto.
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Activities Individual
with the production
artefact of signs
Collective
production
of signs

Figura 21. Ciclo didactico.

Asi pues, en este caso ya solo queda explicitar un poco mas el papel del libro, que
en este caso es el de artefacto tal y como indicaba Wartofsky (1979) pero que se matiza
levemente para esta teoria.

Consideramos el término "texto" en un sentido amplio incluyendo cualquier tipo de
conjunto organizado de signos, también pertenecientes a diferentes sistemas semioticos,
aunque en lo siguiente nos limitaremos a considerar la mayoria de los textos verbales
escritos. Un texto proporciona una serie de signos organizados en una estructura estable
que puede convertirse en objeto de reflexion y discusion, y por esta razon el texto tiene el
potencial de desencadenar la produccion de nuevos signos (Mariotti y Maracci, 2011,
p.63).

3.5.4.2. Teoria semidtica de Greimas.

En este marco se analiza el texto desde una perspectiva semidtica, en concreto los
cuatro niveles narrativos, manipulacion, competencia, actuaciéon y sancion, para estudiar
qué es lo que da significado al texto (Ricoeur, Collins, y Perron, 1989).

Se basa en el modelo de analisis que disefio Algidus Julen Greimas, que fue
profesor en la Escuela de Semidtica de Paris, cuyo principal elemento es el cuadrado

semiotico,
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El cuadrado semidtico, desarrollado por Greimas y Rastier, es un medio de refinar los
analisis de oposicion al aumentar el nimero de clases analiticas derivadas de una
oposicion dada de dos (vida / muerte, por ejemplo) a cuatro (por ejemplo, vida, muerte,
vida y la muerte (los muertos vivientes), ni la vida ni la muerte (angeles)) a ocho o
incluso diez. (Hébert, 2006)

La oposicion de estos términos se muestra en la figura 22.

5. (=1+2)
COMPLEX TERM

1. TERM A 2. TERMB

7. (=1+3) 9. (=1+4) 8. (=2+4)
POSITIVE DEIXIS NEGATIVE DEIXIS
10. (=2+3)

3. TERM NOT-B 4. TERM NOT-A

6. (=3+4)
NEUTRAL TERM

Figura 22. Estructura del cuadrado semiotico. (Hébert, 2006)

Como se puede observar en la figura 22, con la combinaciéon de las clases

analiticas simples se conforman hasta diez clases derivadas.

3.4.5.3. Otras teorias.

Existen otras teorias que no se desarrollaran en esta tesis, como la de la cadena
semidtica de Presmeg (2001), basada en el modelo diddico de Saussure (significante y
significado) y del modelo triadico de Peirce (objeto, representante e interpretante.)

Otros autores han utilizado la teoria semidtica a partir de los trabajos de Peirce
incluyendo otros de Habermas para completar el marco tedrico como Ongstad (2006).

De hecho, algunos otros autores elaboran su marco haciendo aportaciones de otros

filosofos o lingtiistas al signo triddico de Peirce.
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3.6. Futuro del libro de texto
El auge de los e-books es imparable, cada dia mas editoriales ofertan lo que se
llama “mochila digital” como un paso més del inicio que se dio con la digitalizacion del
aula a través de las pizarras digitales. Como se indicaba en la introduccion el libro de
texto ha significado un apoyo inestimable en la ensefianza no universitaria, en la
actualidad, en la era de la informacion, nos podiamos plantear sobre la continuidad en el
sistema escolar del libro de texto de papel.
Se han indicado previamente algunas caracteristicas de los libros de texto, y estas
y otras nos la aportan las nuevas tecnologias que presentan textos de la misma calidad o
superior a los escritos en papel, superan a estos en que pueden introducir textos o
representaciones dindmicas, almacenar cientos de libros en el soporte (Ipad, libro
electronico, portatil...), facil actualizacion, ahorro de papel y, en consecuencia, de
arboles, etc., ... Ademas, si los estudiantes usan soporte electronico no tendran que cargar
con varios libros de camino al colegio, se eliminan problemas futuros de espalda, etc., ...
Love y Pimm (1996) realizan una propuesta de hacia donde deben ir los libros de
texto, mostrando varias directrices:
e Los ejercicios deben ser interactivos.
e Los libros deben de apoyarse en Cd-roms o internet.
e La estructura debe ser no-lineal.

e Las imagenes deben ser dindmicas y los videos deben tomar relevancia.
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En consecuencia, con estas ventajas y viendo que cada vez son mas las editoriales
que consiguen propuestas muy adecuadas, parece probable que, en pocos afios, el libro de
texto en papel serd sustituido por su equivalente electronico. Sin embargo, el libro en
papel y el libro electronico coexistiran durante un tiempo al menos, ya que esto es lo
ocurre con el resto de literatura, los periddicos en papel y su edicion electronica, los
artefactos de calculo y el céalculo con lapiz y papel, ... Sin embargo, la eleccion de los
libros de texto en papel o formato electronico sera siempre una decision dificil...

Se realizaran estudios de comparacion de libros de texto y medios electronicos, pero las
decisiones sobre su uso tenderan a hacerse independientemente de los estudios. La
dificultad de comparar los programas de estudio de cualquier tipo, combinada con la
dificultad de determinar con precision qué es lo que los estudiantes encuentran en un
entorno electronico, obstaculizara la mayor parte de las investigaciones comparativas del
curriculo de este tipo. Como resultado, las decisiones sobre como proceder se basaran
mas en la confianza en una plataforma que en otra, en lugar de en la evidencia pura y
dura. (Usiskin, 2013, p.722).
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Los errores

vy dificultades no
resueltas en el pasado

de las

matematicas siempre han sido las
oportunidades de su futuro.

Bell, E.T.

La investigacion didactica sobre dispersion

4.1. Introduccion.

Una de las dificultades que se puede encontrar al realizar una revision

bibliografica es como categorizar o clasificar todos los estudios previos. Tras realizar el

andlisis lingliistico que se expone en el capitulo 1 y el andlisis del curriculum que se

muestra en el capitulo 2, se ha pensado que la mejor manera de organizar la investigacion

previa es bajo los diferentes significados de la dispersion que aparecen en el curriculum y

que muestran Batanero et al. (2015) tal y como se hizo de forma resumida en Del-Pino

(2017) y que sintetizan en la tabla 6, tras un analisis mediante el EOS, que se ha mostrado

al final del capitulo 3.

Tabla 6. Significados diferenciados de la dispersion. (Batanero et al. 2015, p.17)

Descriptivo
univariante

Descriptivo
bivariante

Probabilistico

Inferencial

Analisis de
variabilidad
producida en los
datos.

Situaciones
problemas

Graficos
estadisticos
univariantes
Simbolos: X, S.

Lenguaje

Estudiar relacion
entre variables.
Analizar la bon-
dad de ajuste de
un modelo.

Graficos
estadisticos
bivariantes
Simbolos: r; Syy

Analisis de
variabilidad
probable en un
modelo.

Representacion
grafica de
distribuciones.
Tablas de
distribuciones.

Precision de una
estimacion.
Riesgo de error
€n un contraste

Representacion
de distribuciones
muestrales.
Simbolos:
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Descriptivo Descriptivo Probabilistico Inferencial
univariante bivariante
Simbolos: 6, & N N(u, \%)
(1, ©) "
Conceptos Restimenes Covarianza, Distribuciones de  Distribucion
estadisticos Correlacion, probabilidad muestral,
descriptivos Coeficiente de Parametro estimacion,
determinacion intervalo de
confianza, error
tipoly Il
Propiedades La suma de la Particion de la Desigualdad de Insesgadez (de un
distancia de datos  varianza en parte ~ Tchebycheff estimador)
a la media es explicada y no Relacion entre
cero. explicada por la confianza,
Las medidas de regresion precision y
dispersion tamarfio de la
siempre son muestra
positivas
Procedimientos Calculo numérico Minimos Célculo de Muestreo
de estadisticos cuadrados probabilidades Contraste de
Otros modelos de  Simulacion hipoétesis
ajuste Simulacion
Argumentos Similares a otras ~ Similares a otras  Incluyen Incluyen
ramas de la ramas de la expresiones de expresiones de
matematica matematica probabilidad probabilidad.

No simétricos

(en el rechazo o
aceptacion de una
hipotesis)

Por tanto, las investigaciones existentes se organizaran bajo estos cuatro

significados, descriptivo univariante, bivariante, probabilistico e inferencial, afiadiendo

ademds un apartado fundamental, sobre razonamiento, cultura y sentido estadisticos y

otros potencialmente interesantes como el uso de software y nuevas tecnologias en el aula

o la representacion grafica en Estadistica y su relacion con las medidas de dispersion.

4.2. Razonamiento, cultura y sentido estadisticos

El término cultura estadistica es una traduccion del inglés statistical literacy que

se puede traducir mas literalmente como alfabetismo estadistico. Se va a tomar la
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traduccion que realiza Batanero et al. (2013) y que es la de cultura estadistica, que en
palabras de Gal (2004) se define como la

Concepcion de la alfabetizacion estadistica que se refiere a lo que se espera de los adultos
(en oposicion a los estudiantes que aprenden activamente Estadistica), en particular los
que viven en las sociedades industrializadas. En este contexto, el término alfabetismo
estadistico se refiere ampliamente a dos componentes interrelacionados, principalmente
(a) la capacidad de las personas para interpretar y evaluar criticamente la informacion
estadistica, los argumentos relacionados con los datos o los fenomenos estocasticos, que
pueden encontrar en diversos contextos (b) su capacidad para debatir o comunicar sus
reacciones a dicha informacion estadistica, tales como su comprension del significado de
la informacién, sus opiniones sobre las implicaciones de esta informacion, o sus
preocupaciones con respecto a la aceptabilidad de las conclusiones dadas. (p.49)

Por tanto, son dos ideas las que se destacan en la definicion, por una parte, la de
que la cultura estadistica estd relacionada con las herramientas que tenemos para
interpretar y evaluar todo lo que nos rodea que esta relacionado con la Estadistica, y por
otra parte la capacidad comunicativa, que permite formar una opinidon a partir de la
informacion estadistica y defenderla o criticarla.

Este concepto ha ido tomando fuerza en los ultimos 15-20 afios y diferentes
autores como Watson (2006), Garfield o Franklin et al. (2007) han ido confeccionando
partes del todo que puede ser una definicion de cultura estadistica, por ejemplo Franklin

et al. (2007) indican

La cultura estadistica es necesaria para las elecciones personales diarias ... La cultura
estadistica implica una dosis saludable de escepticismo acerca de los hallazgos
"cientificos" ... La cultura estadistica es esencial en nuestras vidas personales como
consumidores, ciudadanos y profesionales. Las estadisticas juegan un papel en nuestra
salud y felicidad. Las so6lidas habilidades de razonamiento estadistico tardan mucho
tiempo en desarrollarse ... Pero el disefio de la recopilacion de datos, la exploracion de
datos y la interpretacion de los resultados deben enfatizarse en la educacion estadistica
para la cultura estadistica (pp. 2-9)
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Otra definicion es la que da Watson (2006) indicando que piensa que la cultura
estadistica no quedaba completamente definida por los aspectos que sefialaba Gal (2004)
y que se indican unas lineas mas arriba, para ella la cultura estadistica debe incluir

En particular la interpretacion de graficos y de tablas, ademas con la apreciacion de
porcentajes y medias dentro de la alfabetizacion cualitativa... La cultura estadistica es
ademas el punto de encuentro del curriculum basado en datos y el de probabilidad

...(pp.10-11)

Esta opinion ya la expresaba (Garfield, 1999) que daba especial énfasis a la
interpretacion de tablas y graficos.

La profesora Batanero et al. (2013) sintetizaba la opinion de Watson (2006) en
tres puntos de la siguiente manera,

(a) El desarrollo del conocimiento basico de los conceptos estadisticos y probabilisticos;
(b) La comprension de los razonamientos y argumentos estadisticos cuando se presentan
dentro de un contexto mas amplio de algin informe en los medios de comunicacion o en
el trabajo; (c) Una actitud critica que se asume al cuestionar argumentos que estén
basados en evidencia estadistica. (p.9)

Watson (2006) ademas expone la figura 23 para sintetizar los retos que hay por

delante para conseguir alcanzar una formacion que trabaje la cultura estadistica.
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Statistical Literacy at

/ l Development of
The Goals: Connections ?ndomanding
Curriculum % among Ideas
and and i
Context Constructs Tasks and Activities
o Reach Goals

Figura 23. Retos para alcanzar la cultura estadistica. (Watson, 2006, p.viii)

Por ultimo, se tiene la nocion de razonamiento estadistico que es un concepto que
se define como "la encarnacion estadistica del <<sentido comun>>" (Wild y Pfannkuch,
1999, p.223) Para el desarrollo de este sentido comun Wild y Pfannkuch apuestan por
integrar los proyectos.

Otra definicion interesante es la de (Garfield y Ben-Zvi, 2008),

El razonamiento estadistico es la forma en que la gente razona con las ideas estadisticas y

le da sentido a la informacion estadistica [...] puede involucrar conexiones de un concepto

a otro (por ejemplo, medidas de tendencia central y dispersion) o combinar ideas acerca

de datos y azar. El razonamiento estadistico también significa entender y ser capaz de

explicar procesos estadisticos y de interpretar sus resultados. (p.34)

Wild y Pfannkuch (1999) indican que el razonamiento estadistico incluye cinco
tipos de pensamiento fundamentales que se observan en la figura 24 y que son,

e Reconocer la necesidad de los datos. Es decir, reconocer que la

experiencia o las anécdotas no sirven para tomar decisiones.
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e Transnumeracion. Es decir, convertir los datos en otras formas de
expresion, como tablas o graficos, que nos permitan analizar mejor la
situacion.

e Considerar la variacion. Tener en cuenta, como se indicaba en el capitulo
1 que la variabilidad aleatoria esta presente en todos los dmbitos, saber
reconocerla y predecir sus efectos.

e Uso de modelos estadisticos. Los modelos son fundamentales en muchos
aspectos de las matematicas, en Estadistica también, ya que al aparecer la
aleatoriedad se hacen imprescindibles.

e Conocimiento del contexto, sobre Estadistica y de sintesis.

(b) DIMENSION 2 : TYPES OF THINKING I

GENERAL TYPES

* Strategic
— planning, anticipating problems
— awareness of practical constraints
* Seeking Explanations

* Modelling
— construction followed by use
* Applying Techniques
— following precedents
— recognition and use of archetypes
— use of problem solving tools |

TYPES FUNDAMENTAL TO STATISTICAL
THINKING (Foundations)

* Recognition of need for data

* Transnumeration
(Changing representations to engender understanding)
— capturing “measures” from real system

R—, ging data rep tons
— communicating messages in data

* Consideration of variation
— noticing and acknowledging
— measuring and modelling for the purposes of
prediction, explanation, or control
— explaining and dealing with
— investigative strategies
* Reasoning with statistical models

* Integrating the statistical and contextual
-— information, knowledge, conceptions

Figura 24. Tipos de pensamiento estadistico. (Wild y Pfannkuch, 1999, p.226)
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Incluso Garfield (2002) ahonda més en el problema y dice que un correcto
razonamiento estadistico debe incluir,

Entender por qué las medidas de centro, dispersion y posicion dicen cosas diferentes
sobre un conjunto de datos; Saber cuales son los mejores medidas de cada tipo que se
deben usar bajo diferentes condiciones, y por qué representan o no a un conjunto de
datos; Saber por qué el uso de resimenes para predicciones sera mas preciso para
muestras grandes que para muestras pequeias; Sabiendo por qué un buen resumen de los
datos incluye una medida de centro, asi como una medida de dispersion y por qué los
resumenes de centro y dispersion puede ser util para comparar conjuntos de datos. (Apt.

3, parr. 11)

Por tanto, se debe entender que como se indicaba en el capitulo 1, las medidas de
dispersion son necesarias y complementan a las de tendencia central y Garfield (2002)
situa esta idea como uno de los puntos mas importantes sobre el razonamiento estadistico.

Dentro de los estudios acerca del razonamiento estadistico, una serie de los mas
importantes son los que tratan sobre los heuristicos, se puede definir el término como un
método para buscar una solucién a un problema que no es exhaustivo, pero da buen
resultado, el problema es que se generan reglas sobre problemas basadas en la
experiencia, falible, pero que se verifica la mayoria de las veces. Es decir, son soluciones
a problemas, que se basan en la experiencia y no en los datos, que en ocasiones
funcionan, que se utilizan por rapidez o economia, pero que al no basarse en datos
pueden fallar. Esto genera lo que se conoce como sesgo.

Tversky y Kahneman (1975) indican que cuando necesitamos sacar conclusiones
o hacer juicios sobre conjuntos de datos en los que hay variabilidad, no se usan métodos

formales, sino reglas heuristicas, lo que genera sesgos.

Algunos sesgos de los més conocidos son los siguientes:
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Ideas erroneas sobre la media. Las personas tienden a ignorar la posibilidad
de la existencia de valores atipicos y piensan que, para encontrar el centro de
un conjunto de datos, siempre hay que sumar todos los nimeros y dividir por
el nimero de valores de datos. Esto implica que no tienen en cuenta la
variabilidad. (Meletiou, 2000)

La orientacion hacia los resultados. Este enfoque fue identificado por Konold
(1989) que se dio cuenta de que las personas tienden a interpretar los
fenémenos aleatorios en términos deterministas. Por ejemplo, una
probabilidad del 50% se asigna a menudo cuando no hay prediccion razonable
posible. Por lo tanto, para las personas que adoptan el enfoque de resultados,
la informacion de que hay una probabilidad del 50% de que mafiana llueva no
les sirve, una probabilidad del 30% implica que no hay posibilidad de lluvia,
mientras que una probabilidad del 70% significa que definitivamente llovera.
Las buenas muestras deben representar un alto porcentaje de la poblacion.
Implicito en la concepcidon de multiplicacion de la muestra y el muestreo estan
las nociones de representatividad de la muestra, la idea de que una muestra
tendra caracteristicas similares a las de la poblacion y la variabilidad de la
muestra da la idea de que las muestras no son todas idénticas y por lo tanto no
coinciden con la poblaciéon exactamente. Para mostrar la concepcion de
multiplicacion, las ideas de la representatividad de la muestra y la variabilidad
de la muestra deben estar en equilibrio, lo que significa que un individuo

reconoce implicitamente que una muestra representativa debe producir
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estadisticas similares a los pardmetros de poblacion y las diferentes muestras
deberian estar compuestas por los valores de diferentes observaciones y
(probablemente) tienen diferentes estadisticas resumen. (Peters, 2009)

d) La ley de los numeros pequerios. La gente a menudo tiende a pensar que las
muestras pequefas se asemejan a las poblaciones de las que se extraen y las
usan como base para la inferencia y la generalizacion Tversky y Kahneman,
(1975) El problema es que erroneamente aplican la "ley de los grandes
nimeros" para muestras pequefias y muestran una confianza injustificada en la
validez de las conclusiones extraidas a partir de muestras pequefias. Como
Shaughnessy (1992) senala, para la gente estadisticamente ingenua, el efecto
del tamafio de la muestra sobre la variacion no es un factor a tener en cuenta.

e) La idea erronea de la representatividad. Existe el pensamiento extendido de
que una muestra al azar cumple con todas las caracteristicas de la poblacién
general, es decir, que es muy representativa. (Kahneman y Tversky, 1972)

f) El sesgo de equiprobabilidad. Consiste en pensar que si en una caja tenemos
dos fichas rojas y una blanca existe la misma probabilidad de sacar dos rojas

que una blanca. (Lecoutre, 1992)

Una vez definidos lo que son el razonamiento y la cultura estadistica, es
pertinente definir lo que es el sentido estadistico, que la profesora Batanero et al. (2013)

describen como “unién de la cultura estadistica y el razonamiento estadistico” (p.8)
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Ademas de la nocion de sentido estadistico Batanero et al. (2013) plantean una
serie de ideas que son fundamentales en la Estadistica, que son las siguientes:
e Datos.
e Graficos.
e Variabilidad aleatoria.
¢ Distribucion.
e Asociacion y correlacion.
e Probabilidad. (Los tres enfoques, clasico, frecuencial y subjetivo)
e Muestreo e inferencia.
Por tanto, el sistema educativo deberia, en consecuencia, programar el curriculum,
y las editoriales, los libros, como extension del curriculum, para que fomenten y
desarrollen la cultura y el razonamiento estadistico. De esta manera, la forma de ensefiar
los diferentes significados de la dispersion y sus medidas deben estar encaminados a
favorecer el desarrollo del sentido estadistico. Para desarrollarlo tenemos dos opciones,
una es, como propone Batanero (2000)

si queremos que el alumno valore el papel de la probabilidad y estadistica, es importante
que los ejemplos que mostramos en la clase hagan ver de la forma mas amplia posible
esta fenomenologia, ¢ incluyan aplicaciones de su mundo biologico, fisico, social y
politico, como las descritas en Tanur (1989). Sin renunciar a los juegos de azar,
aplicaciones como las caracteristicas genéticas, la prevision atmosférica, el resultado de
las elecciones, el crecimiento de la poblacion, la extincion de las especies, el efecto del
tabaco o drogas sobre la salud, la extension de epidemias, los resultados deportivos, el
indice de precios o el censo de la poblacion son cercanas a los intereses de los alumnos.

(-9)

Otra es, como proponen Wild y Pfannkuch (1999) o Batanero y Diaz, (2004)

trabajar por proyectos, es este sentido las profesoras Batanero y Diaz, (2011) han
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desarrollado un libro de proyectos que se puede encontrar en

http://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/Libroproyectos.pdf

Como se puede observar, es de especial interés en esta tesis, los datos y la
variabilidad aleatoria, concretada en las medidas de dispersion, pero en este capitulo se
hablard también de otros significados de la dispersion, aplicados al resto de ideas
fundamentales en la Estadistica que se describen en este apartado.

4.3. Dispersion descriptiva univariante

4.3.1. Introduccion

Lo primero que se debe hacer para analizar la dispersion en conjuntos de datos es
manejar correctamente estos datos, ;y en qué consiste el manejo de datos? Pues el
manejo de datos incorpora el "organizar, describir, representar y analizar los datos, con
una fuerte dependencia de pantallas visuales, como diagramas, grdficas, tablas y
graficos" (Shaughnessy, Garfield, y Greer, 1996, p.205) El manejo de datos implica
encontrar formas de reducir los datos, manteniendo las caracteristicas principales del
conjunto de datos. (Canada, 2004)

Para hacer esto correctamente hay que centrarse tanto en las medidas de centro
como en las de dispersion y establecer correctamente la representatividad, que consiste en
tener en cuenta las diferencias entre coleccion de datos y distribucion,

un conjunto de datos es un conjunto de mediciones de una o mas caracteristicas (de
objetos o personas). Una distribucion es un atributo de un conjunto de datos que muestra
como estan distribuidas las medidas en un conjunto de datos a través de su rango de
valores (Mellissinos, Ford, y McLeod, 1997, p.179)
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Ciertamente, las caracteristicas de una distribucion pueden ser representadas a
través de parametros representativos (de tendencia central y dispersion), pero los graficos
también proporcionan una representacion. Por lo tanto, la investigacion Mellissinos et al.
(1997) pone de relieve las conexiones en el pensamiento estadistico entre las
concepciones de graficos, medidas de tendencia central, y medidas de dispersion, a través
del tema comun y unificador de la distribucion. (Canada, 2004)

Como se veia en el capitulo 1 y como nos indican Franklin et al. (2007)una buena
educacion estadistica debe partir de comprender, medir, explicar y en los casos en los que
sea posible evitar la variabilidad aleatoria. Para los dos primeros componentes, lo mas
importante es saber reconocer y cuantificar la dispersion. Asi, en primer lugar, el préximo
apartado se va a centrar en los diferentes estudios que se han hecho sobre la ensefianza de
las medidas de dispersion.

4.3.2. Medidas de dispersion

Una cita de hace 35 afos de la profesora Hart (1983) es muy llamativa “el
concepto fundamental de desviacion estandar es de las primeras areas de dificultad que
un estudiante de estadistica encuentra” (p.16)

Sin embargo, como indican Garfield (1995) y Garfield y Ben-Zvi (2007) los
profesores suelen subestimar la dificultad de estos conceptos.

Efectivamente, cuando se intenta formalizar el coémo se mide la dispersion surgen
una serie de problemas. Cuando un estudiante se plantea coémo medir cuan dispersos
estan unos datos en torno a una medida de tendencia central, por ejemplo, la media, la

primera consideracion que puede tener es la de sumar todas las distancias de estos datos a
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la media, pero encontrard que se compensan y que sale cero. Por tanto, una nueva idea
que surge es utilizar un operador que convierta todas las desviaciones en positivas, en
este caso se puede utilizar el valor absoluto, como interesa la distancia promedio, se
realiza la media. De esta forma se obtiene la desviacion absoluta media. Pero cuando se
trata de operar con esa formula surgen algunas dificultades de manipulacion, debido al
uso del valor absoluto, que no es derivable, entre otros problemas, por lo tanto, se acude a
otro operador que convierte todas las diferencias en positivas, elevar al cuadrado. La
nueva situacion continia siendo problemadtica, ya que la varianza estd expresada en
unidades de medida al cuadrado, y es interesante para comparar que la medida de
dispersion y la medida de tendencia central estén en las mismas unidades, con lo cual se
recurre a realizar la raiz cuadrada positiva. Y asi es como se obtiene la desviacion tipica o
desviacion estandar. (Yap, 2008)

Pero para los alumnos de secundaria, todos estos pasos no son evidentes, al
principio no entienden la necesidad de medir la dispersion, ya que consideran las medidas
de tendencia central como absolutas (Shaughnessy, 2006). Cuando posteriormente
entienden esta necesidad, el uso de diferentes unidades o los problemas del valor absoluto
y ventajas de elevar al cuadrado son dificilmente entendidas, plantedndoselas y no
llegando a entenderlas (Hart, 1983). Por tanto, como sefialaba Hart (1983), la desviacién
estandar es una nociéon que genera grandes dificultades cuando los estudiantes se

enfrentan por primera vez a ella.
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Sobre la desviacion absoluta media se han llevado a cabo algunos estudios para
relacionarla, aunque sea por sus limites, con la desviacion estandar, en este caso puede
destacarse el trabajo de Boyd, (1985) pero la mayor parte de los trabajos se centran
fundamentalmente en dos temas, la desviacion estandar y su relacion con la media.

Sobre la desviacion tipica existen dos tipos de trabajos, los que son mas
matematicos que didacticos, aunque se aborden desde los dos ambitos, y los que son
sobre la ensefanza y concepciones del alumnado.

Centrandonos en el primer foco, uno de los mas antiguos es el de Harding, (1996)
donde a partir de un error que percibié dando clases extrajo la relacion entre el rango y la
desviacion tipica.

También podemos destacar los trabajos de Yap, (2008) que describe la desviacion
tipica, como surge y como se enfrentan a ellos algunos ejercicios, ademas diferencia entre
la desviaciéon tipica de una poblacion y la de una muestra, como ya se indicaba
previamente en la tabla 1.

En otro articulo Pingel, (1993) valora la adecuacion de la desviacion tipica para
ser una buena medida de la dispersion en todos los casos. En dicho articulo se concluye
que la desviacion tipica no es un buen estimador de la dispersion cuando la distribucién
de datos no es simétrica y centrada con respecto a la media, siendo otras medidas de
dispersion como el rango, el recorrido intercuartilico o la desviacion absoluta media,
mejores estimadores. Ademads, indicaba que los alumnos deberian comprender que la

dispersion no se puede medir con un solo pardmetro como es la desviacion tipica, sino
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que existen diferentes medidas que, dependiendo de la situacioén, pueden medir de una
forma mas adecuada la dispersion.

Otro trabajo destacable es el de Jones y Scariano (2014) que analiza dos formas
de medir la dispersion. Una de ellas con la media de las diferencias cuadradas entre los
datos, y otra con la varianza (diferencias cuadradas con respecto a la media) demostrando
que ambas medidas son cuantitativamente idénticas, indicando que ambas perspectivas
pueden ser ttiles para la enseianza de como cuantificar la dispersion.

En el segundo tipo, lo conveniente es remontarse a los trabajos de Hart (1984) y
Loosen, Lioen, y Lacante (1985) en los que se analiza la desviacion tipica, su ensefianza
y como explicarla de manera intuitiva. En el primero de ellos, Hart (1984) se plantea por
qué los alumnos relacionan la desviacion tipica con la “medida de la dispersion” y no
sucede esto con la desviacion absoluta media, por ejemplo. Plantea varias posibilidades,
una de ellas es que la varianza es un estimador util y que se emplea en otros calculos
estadisticos como la distribucion normal, el otro es que las calculadoras ayudan a su
obtenciéon cuando no la dan directamente. La alternativa que propone Hart (1984) es la de
“enfatizar la desviacion absoluta media como introduccién a la desviacion estandar,
apuntando las ventajas y desventajas relativas” (p.24) En el segundo de ellos, Loosen
etal. (1985) parten de las premisas de Hart (1984) indicando que ellos son ain mas
pesimistas que la profesora Hart y que creen que los estudiantes no entienden lo
especifica que es la desviacion tipica como medida de dispersion.

Nuestra duda ha sido inducida por la forma en que muchos libros de texto introducen el
concepto de dispersion. La mayoria de las introducciones ponen un mayor énfasis en la



CAPITULO 4

116

LA INVESTIGACION DIDACTICA SOBRE DISPERSION

heterogeneidad entre las observaciones que en sus desviaciones de la tendencia central.

(Loosen et al., 1985, p.2)

Asi pues, partiendo de como los libros de texto introducen el concepto (aunque si
realizaron un estudio riguroso de estos no es localizable) exponen los dos puntos de vista
que para ellos son aconsejables para ensefiar la desviacion tipica, poniendo el énfasis en
la heterogeneidad de las medidas, o en la heterogeneidad de las desviaciones. Para ello
realizaron un experimento con 154 alumnos de la carrera de psicologia sin formacion
especifica en dispersion, en las que le pedian que del grafico de la figura 25 identificaran

cuales era menos diferentes, en primer lugar en los grafico A y B, y luego entre C y D.

A
wll

Figure |

Figure 2

Figura 25. Test de heterogeneidad con barras. (Loosen et al., 1985, p.3)

El resultado del experimento mostré6 que los alumnos ponian el foco en las
medidas y no en las diferencias, al no darse cuenta de cuando la desviacion tipica era la
misma, ya que para ellos la desviacion tipica era mayor cuando las diferencias entre
medidas eran mayores, sin embargo, no consideraban la desviacion tipica como la
diferencia a un punto comun.

A pesar de esto, si los graficos se mostraban de la forma en las que se hace en la

figura 26, si que veian rapidamente la desviacion tipica.
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Figura 26. Test de heterogeneidad con puntos. (Loosen et al., 1985, p.4)
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Concluyen que, en su opinion, deben separarse dos ideas, por una parte, la idea

intuitiva de dispersion y por otra el concepto de desviacion tipica.

Mas tarde Batanero, Godino, Vallecillos, Green, y Holmes (1994) y Shaughnessy

(1997) analizaban los puntos débiles y carencias de la ensefianza estadistica.

Shaughnessy (1997) las llamaba oportunidades perdidas, una de ellas es la investigacion

sobre la variabilidad aleatoria, indicaba que apenas existia y que lo poco que habia es lo

que se ha mostrado en los articulos presentados unos parrafos antes. El aportaba su

opinion al respecto,

Una razoén es que los estadisticos han estado tradicionalmente muy enamorados de la
desviacion estandar como medida de la dispersion o variabilidad, y los profesores y los
desarrolladores del plan de estudios a menudo evitaban lidiar con la dispersion porque
sentian que no podian hacerlo sin introducir una desviacion estandar. La desviacion
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estandar no es solo operacionalmente dificultosa, sino que es dificil de explicar por qué
es una buena opcidn para medir la dispersion, especialmente con los estudiantes novatos.
Otra razon para la falta de atencion a la dispersion es que las medidas de tendencia
central o promedios se utilizan a menudo para predecir lo que sucedera en el futuro, o
para comparar dos grupos diferentes - no siempre se utiliza correctamente a este respecto,
por supuesto, pero sin embargo se utiliza. La incorporacion de dispersiones o variacion
en estos procesos de prediccion o comparacion solo confunde la capacidad de las
personas para hacer predicciones o comparaciones limpias (Shaughnessy, 1997, p.11)
Batanero etal. (1994) también hacian una revision de lo que habia sido la
investigacion en Estadistica en general y de la variabilidad en uno de sus apartados,
senalando que,
a) la estadistica ha recibido hasta la fecha menos atenciéon que otras ramas de las
matematicas;
b) la mayor parte de la investigacion se ha llevado a cabo en situaciones experimentales,
en lugar de en situaciones escolares;
¢) muchos estudios se centran en nifios muy pequefios o en estudiantes de universidad,
siendo escasa la investigacion en las edades 11 a 16 afios;
d) las primeras investigaciones en el campo han sido efectuadas por psicologos en lugar
de por educadores matematicos, aunque este aspecto estd empezando a cambiar. (p. 528)
Otro trabajo interesante es el realizado por Clark, Kraut, Mathews, y Wimbish
(2007) en el que analizaban la comprension de estudiantes de cursos de estadistica de tres
conceptos, la media, la desviacion tipica y el teorema central del limite. Para el estudio
seleccionaron a 17 estudiantes de cuatro campus diferentes que habian obtenido una
calificacion de A (la mas alta) en un curso de estadistica elemental, utilizaron un sistema
de entrevistas para ello. En este trabajo repetian el trabajo de Mathews y Clark (2007)
que realizaron con 7 alumnos utilizando el mismo mecanismo de seleccion y trabajo. En
este primer articulo concluian que los alumnos no comprendian que significaba la

desviacion tipica, a pesar de haber obtenido sobresaliente en un curso introductorio de

probabilidad y estadistica.



TESIS DOCTORAL

119

JESUS DEL PINO RUIZ

La conclusion de (Clark et al., 2007) era la siguiente,

Con respecto a la desviacion estandar, los resultados de este estudio sugieren que las
desalentadoras interpretaciones cognitivas de los estudiantes de nivel "A" observadas en
(Mathews y Clark, 2007) pueden, de hecho, ser representativas de los resultados de la
mayoria de los cursos tradicionales a nivel nacional. Mas de un tercio de los estudiantes
en ambos estudios no habian progresado mas alla de las concepciones de accion de la
desviacion estandar, y en algunos casos estas concepciones de accion no se demostraron
en las entrevistas, sino que solo se dedujo del éxito de los estudiantes en sus cursos.

(p-11)

Por tanto, en estos dos estudios se observa que, a pesar de ser alumnos
sobresalientes en cursos especificos de estadistica, las dificultades para comprender y
manejar el concepto de desviacion estdndar son persistentes.

Otro de los estudios mas interesantes acerca de la desviacion estandar es el que
realizaron (delMas y Liu, 2005) sobre las concepciones de los estudiantes de un curso
introductorio de estadistica acerca de la desviacion estandar. Lo hacen motivados por
varios estudios compartidos con Garfield y Chance durante diez afios que arrojan
problemas de comprension en tres conceptos fundamentales, las medidas de tendencia
central, las distribuciones y la dispersion. Ademas, hasta ese momento no existian apenas
estudios sobre las concepciones de los estudiantes acerca de la dispersion.

Poco se sabe, sin embargo, acerca de la comprension de los estudiantes de las medidas de
dispersion, como se desarrolla esta comprension, o como los estudiantes pueden aplicar
su comprension para hacer comparaciones de la variacion entre dos o mas
distribuciones... Una comprension incompleta de la desviacion estandar puede limitar la
comprension de los estudiantes de estos temas mas avanzados. (delMas y Liu, 2005)
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En dicho articulo también apuntan dos ideas o conceptos fundamentales para la
comprension del concepto de desviacion tipica, el primer concepto es el de distribucion
de datos, como ya se indicaba en la introduccion de este apartado, sobre la otra indican,

Un segundo concepto fundamental es el de la media aritmética. Una comprension
conceptual de la desviacion estandar requiere mas que el conocimiento de un
procedimiento para calcular la media, ya sea en forma de procedimiento o simbdlica (por
ejemplo, Xx;/n). Las imagenes que metaféricamente consideran que la media se comporta
como un punto de apoyo autoajustable en un equilibrio se acerca a la concepcion
necesaria. (delMas y Liu, 2005, p.56)
Para trabajar estos conceptos desarrollaron un programa en java que compilaron
para Macintosh, donde se podian visualizar los conceptos fundamentales que intervienen
en la desviacion tipica y modificarlos para tratar de predecir sus cambios, el resultado se

puede ver en la figura 27, donde se puede observar una distribucion en la que se analiza

qué sucede si desplazamos varios datos.

a. 10 b. 5"
F 4 F
R 84 \ R 8
B 4 E ¥
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Y 4 : - v ﬂ
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012 333 56 789 0123 ‘4 56 7 89
mean = 3 88 mean = 3.76
sd = 0 964 sd =1.179

Figura 27. Representacion grdfica de la desviacion tipica y sus conceptos relacionados. (delMas y
Liu, 2005, p.57)

Para estudiar las concepciones de los estudiantes seleccionaron 129 alumnos de
cuatro secciones de un curso introductorio de estadistica, tres de ellos trabajaron con un

profesor que tenia un master en educacion matematica y cuatro afios de experiencia, la
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otra seccion trabajo con un profesor que era estudiante de doctorado en educacioén
matematica, con mencion en estadistica, y tenia un afio de experiencia. Finalmente, de los
129 estudiantes 27 participaron voluntariamente en el estudio y 13 accedieron a la
entrevista final. La formacion era especifica “con respecto a la desviacion estandar, los
estudiantes habian participado en una actividad que exploraba factores que afectaban el
tamafio de la desviacion estandar.” (delMas y Liu, 2005, p.59)

La formacioén consistio en jugar con el software, moviendo de diferentes maneras
las barras de la distribucion, para ser conscientes de como cambia la desviacion tipica al
mover los diferentes datos, de esta manera se mezcla la instruccion directa con el
aprendizaje por descubrimiento que permite facilitar el cambio conceptual, haciendo que
los alumnos presten atencion a aspectos que, por algun motivo, antes obviaban.

Se promovi6 una concepcion centrada en la media de la desviacion estandar, llamando la
atencion sobre los valores de las desviaciones, preguntando a los estudiantes como los
movimientos hipotéticos de las barras podrian afectar la media y entrevistdndolos acerca
del modelo de razonamiento sobre como afect6 la distribucion de las desviaciones a los
valores de la media y la desviacion estandar. El segundo objetivo era promover una
comprension sobre como la forma de distribucion esta relacionada con el tamafio de la
desviacion estandar. Se les pidio a los estudiantes que predijesen como la media y la
desviacion estandar estarian afectadas por las distribuciones en forma de campana y
asimétricas de los mismos conjuntos de barras. (delMas y Liu, 2005, p.60)

En la fase de test se cuestioné a los alumnos acerca de la desviacion tipica de
pares de histogramas y tenian que indicar cual de los dos tenia mayor desviacion
estandar, la propuesta se puede ver en la figura 28 y a continuacién se dard informacién

sobre lo que pretende cada item.
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Figura 28. Test sobre desviacion tipica. (delMas y Liu, 2005, p.62)
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El item 1 buscaba que los estudiantes se diesen cuenta que ambos graficos tenian
las mismas barras en diferentes lugares. Los items 2 y 3 probaron la sensibilidad de los
estudiantes a la densidad de valores alrededor de la media. El item 4 fue disefiado
especificamente para ver si los estudiantes comprendian que, con las mismas frecuencias
y rango, una distribuciéon con un sesgo mas fuerte tiende a tener una mayor desviacion
estandar. El item 6 muestra dos distribuciones que son un reflejo especular. Los items de
prueba 5 y 7 buscaban una percepcidon sobre la agrupacion, estos dos items fueron
disefiados para identificar estudiantes que pudieran prestar atencion soélo al orden de las
barras y no a la densidad relativa de desviaciones de la media. El par de graficos en los
items 8, 9 y 10 no tenian las barras idénticas y tampoco tenia los mismos valores
representados en cada grafico. Los items de prueba 8 y 10 fueron disefiados para desafiar
la creencia de que una distribuciéon perfectamente simétrica y en forma de campana
siempre tendra una desviacion estandar menor. (delMas y Liu, 2005)

Debido a que fue un estudio exploratorio no se realizan consideraciones sobre la
instruccion se puede mejorar, aunque hace algunas propuestas, sin embargo, a la hora de
analizar las respuestas de los alumnos, aunque hay cierta mejoria siguen persistiendo
ciertos problemas.

Esto sugiere que los estudiantes tienden a adoptar un enfoque de reconocimiento de
patrones basado en reglas al comparar distribuciones. Si este es el caso, es necesario
abordar dos preguntas. ;Qué tipo de experiencias se requieren para que los estudiantes
pasen de un enfoque basado en reglas a un entendimiento mas integral que se pueda
generalizar a una variedad de contextos? Ademas de la experiencia interactiva presentada
en el presente estudio, ;necesitan los estudiantes un apoyo adicional para reflexionar
sobre las relaciones entre los diferentes factores y para atender y coordinar los cambios
relacionados? Un enfoque de reconocimiento de patrones basado en reglas es consistente
con el objetivo de encontrar la respuesta correcta al darse cuenta de las caracteristicas que
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diferencian una distribucion de otra y percatandose de la correspondencia con el tamafio
de la desviacion estandar [...] Se podrian introducir varios cambios en el programa para
apoyar la construccion de modelos y estudiar como afecta a la comprension de la
desviacion estandar. El software actualmente llama la atencion a una sola barra en lugar
de enfatizar visualmente como cambian las caracteristicas simultineamente. Una segunda
visualizacion sobre el area grafica del histograma que presenta barras de desviacion
horizontales coloreadas para coincidir con los correspondientes colores de barra de
frecuencia verticales puede facilitar la coordinacion de cambios simultaneos de valores,
la media, las desviaciones y la desviacion estandar. (delMas y Liu, 2005, p.80)

Otro trabajo interesante sobre las medidas de dispersion en general y sobre la

desviacion tipica en particular es Garfield, DelMas, y Chance (2007), donde indican que

la comprension de la variabilidad tiene aspectos informales y formales, desde la

comprension de que los datos varian (por ejemplo, las diferencias en los valores de los

datos) hasta la comprension e interpretacion de las medidas formales de variabilidad (por

ejemplo, rango, desviacion tipica) (p.118)

En este trabajo se afianza el uso del vocabulario en el sentido de Reading y
Shaughnessy (2004) en el que variability hacia referencia al fenomeno de la dispersion y
variation a como se mide, siendo el concepto measures of variability equivalente a
variation. Durante el trabajo indican que la forma en la que esté4 distribuido el curriculum
afecta a como se enseflan estos conceptos y a como se aborda el trabajo sobre

razonamiento estadistico.

Luego se introducen medidas de variabilidad (o dispersion), y los estudiantes aprenden a
calcularlas y a interpretarlas brevemente. Normalmente, solo se ensefia la nocion formal
de variabilidad medida por tres estadisticos diferentes (es decir, el rango, el intervalo
intercuartilico y la desviacion estandar.) (Garfield, DelMas, y Chance, 2007, p.119)

Indicaban que los cuatro motivos por los que no se desarrolla un razonamiento

estadistico son: mismo contenido y estructuracion en todos los cursos, clases basadas en

lectura del libro y ejercicios, uso de la tecnologia solo en escasas demostraciones sin que
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los alumnos lo manipulen, ausencia de evaluacion formativa, la unica evaluacion que se
realiza es la final.

Para paliar esto desarrollaron un estudio de lecciones japonesas que consistia en la
entrega de un CD con pequenas conferencias, videos breves en los que se explica como
se utilizan los conceptos estadisticos de la leccion en contextos reales, herramientas de
simulacién o applets interactivos, actividades que utilizan el software DataDesk para
analizar datos y ejercicios de revision / evaluacion. El libro utilizado fue Prdctica
Estadistica Activa de Moore (1997), ademas se emple6 una metodologia colaborativa
donde los alumnos trabajaban a menudo en grupo.

Se realizaron tres experimentos de ensefianza o lecciones, al final de cada uno se
hacia una pequeiia evaluacion que marcaba el ritmo y tipo de trabajo del siguiente. En el
primer experimento de ensefianza, que se realizd6 mediante el trabajo de conjuntos de
datos sin agrupar, el resultado no fue el esperado y los alumnos seguian presentando
bastantes problemas para manejarse con la interpretacion de la dispersion y sus medidas,
con lo que cambiaron el trabajo a datos agrupados para un segundo experimento de
ensefianza. Tras este segundo intento hubo una mejora, en la que los alumnos
identificaban mejor la desviacion tipica y el rango, pero obviaban el recorrido
intercuartilico, Garfield, DelMas, y Chance (2007) lo achacan a que los estudiantes lo
relacionan con los diagramas de caja. En el tercero propusieron tras mucho meditarlo una
tarea compleja, donde debian comparar tres medidas de dispersion, rango, desviacion

estandar y recorrido intercuartilico de diferentes variables a través de histogramas y
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diagramas de caja, en ellos debian de ordenar los graficos de mayor a menor medida de
cada uno de los tres estadisticos. Sin embargo, la mejoria no se notd hasta el final, como
ellos mismo indican, “es quizds sorprendente observar que, a pesar de las multiples
lecciones sobre las medidas de dispersion, la mayoria de los estudiantes no demostraron
una comprension conceptual de estas ideas hasta el final del curso” (Garfield, DelMas, y
Chance, 2007, p.141)

Finalmente realizan una propuesta de trayectoria didactica o de aprendizaje, una
forma de cronograma de como presentar los diferentes conceptos,

» Comience con la comprension basica de los estudiantes de que los datos varian.

* Investigar por qué las mediciones varian y los procesos que conducen a la variacion en
los datos.

» Examinar las representaciones graficas de la dispersion; Utilizar graficos para comparar
la dispersion de mas de un conjunto de datos.

* Enfocarse en las diferencias que aparecen en algunos graficos y lo que indican acerca de
la dispersion en el medio de un conjunto de datos.

» Promover la toma de conciencia tanto de la extension general como de la distribucion
de la mayoria de los datos.

» Examinar las medidas del centro y como las medidas de dispersion se basan en las
diferencias desde el centro, reconociendo como las medidas de dispersion son mas
informativas en el contexto de una medida de centro.

* Determinar las caracteristicas relativas (por ejemplo, resistencia) de diferentes medidas
de dispersion para diferentes tipos de distribuciones, y cuando tiene sentido usar medidas
particulares como resumenes de dispersion para distribuciones particulares. (Garfield,
DelMas, y Chance, 2007, p.142)

Como se observa en las sugerencias de estos autores, relacionar la desviacion
tipica con la media es un camino a una mejor comprension de este tipo de medida de
dispersion, siguiendo esta linea los siguientes trabajos que se van a presentar abordan este
tipo de ideas, es decir, la interaccion entre la desviacion tipica y la media.

Uno de los primeros textos que se pueden presentar en este sentido es el que

propone Gordon (1986) en €l se plantea si la media y la desviacion tipica son conceptos
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ligados, y trata de demostrar a un compafiero que no lo son, lo hace reportando el mismo
resultado que se mostraba al inicio de este sub apartado por Jones y Scariano (2014)
donde se manifestaba que es equivalente calcular la varianza (y por ende la desviacion
tipica) con la diferencias cuadradas entre todos los datos entre si, y las diferencias
cuadradas entre los datos y la media. Por tanto, una primera conclusion es que se puede
utilizar este doble enfoque para ensefiar a trabajar con estas dos medidas de dispersion.
Sin embargo, en la ensefanza tradicional siempre se tiende a ensefiar la varianza y la
desviacion tipica como resultado de operar con las diferencias cuadradas de los datos con
respecto a la media.

Un articulo muy interesante es el de Lee y Lee (2011) donde hacen una revision
de la coordinacion entre las medidas de tendencia central y las de dispersion, y ademas
hacen una propuesta de materiales curriculares para trabajar estas ideas tanto en andlisis
de datos como en muestreo. Parten de las ideas que se expresaban en el apartado 4.2 y en
este mismo sub apartado de Garfield (2002) y Shaughnessy (2006) acerca de que las
medidas de dispersion completan las medidas de tendencia central y las de posicion para
resumir una distribucion de datos. En este trabajo los alumnos son profesores en practicas
a los que van guiando. Para analizar el método de ensefianza las clases se grabaron y se
realiz6 un disefio cuasi experimental pre-post.

En este caso la formacion lleva 6 capitulos o lecciones, en la primera el objetivo
es que los profesores comprendan la importancia de las medidas de centro y dispersion de

forma conjunta en el contexto de comparacion de distribuciones de datos, en la segunda
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visionan un video sobre el mismo contenido, pero realizado por alumnos de secundaria.
En la tercera se les forma sobre el uso de las desviaciones para calcular algunas medidas
de dispersion, como la desviacion tipica. En el siguiente capitulo se extienden los
calculos realizados en conjuntos de datos unidimensionales a datos bivariados. En las dos
siguientes lecciones se utilizan simulaciones para introducir situaciones de muestreo.

El resultado final no es muy bueno, se necesita una formacion mas amplia para
desarrollar estas ideas estadisticas consistentemente, como indican los propios autores
“Por lo tanto, no es de extrafiar que en un periodo de tiempo tan corto los futuros
profesores de nuestro estudio no desarrollaran sus propias ideas de forma que pudieran
implementarlas en situaciones pedagogicas” (Lee y Lee, 2011, p.44)

Posteriormente Sanchez y Orta (2013) publicaron un trabajo donde de nuevo se
trabaja de forma conjunta los conceptos de medidas de tendencia central y de dispersion
en un contexto de comparacion de distribuciones. El objetivo de este articulo es el de
exponer tres actividades para secundaria donde se trabajen ambos conceptos. Antes de
esto analiza la media, algunas medidas de dispersion y su relacion, indica algunos tipos
de problemas en los que aparece el problema de la media, como la estimacién de una
cantidad cuando los valores no coinciden debido a un error de medida, cuando se reparten
de forma igualitaria un cierto nimero de cantidades diferentes, se utiliza como resumen
de un conjunto de valores que conforman una distribuciéon que es aproximadamente
simétrica y para predecir el valor mas probable al seleccionar un elemento de una
distribucion al azar. (Sanchez y Orta, 2013)

Sobre la dispersion indica textualmente,
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es una caracteristica de un conjunto de datos numéricos. Hay diferentes medidas de la

dispersion, donde las mas usadas son: rango, desviacion media, desviacion estandar, y

cuartiles. El calculo de algunas medidas de dispersion es algo mas dificil que el de la

media, sin embargo, con cualquier calculadora cientifica se obtienen facilmente, una vez
que se le introducen los datos. Un significado que se suele dar a las medidas de
dispersion es como indicadores de qué tan separados estan los datos entre si. Basta
ordenar los datos o hacer su grafica de frecuencias para percibir intuitivamente la
dispersion; en contraste, la dispersion como un nimero especifico es para la mayoria un
misterio. Las ideas de separacion y la interpretacion del valor numérico estan en un
terreno abstracto, y aunque importantes, faltaria interpretar la dispersion en los contextos

en los que se presenta. (Sanchez y Orta, 2013, p.68)

Para trabajar estos conceptos proponen dos contextos, en primer lugar, un
contexto de medidas repetidas y, en segundo lugar, contexto de riesgos.

El primer tipo de contexto se centra en la realizacién de medidas de una magnitud
fisica, de las cuales se pretende saber cudl es la mejor aproximacion al valor verdadero.
Para que la media sea un buen estimador de ese valor se deben dar dos condiciones, las
medidas deben ser independientes y la frecuencia de errores por exceso y defecto similar,
de esta manera y cudnto mayor sea el nimero de medidas, mejor estimador serd la media.
En este contexto se propone un problema donde dos grupos miden la altura de un poste
mediante dos métodos diferentes, y realizan nueve medidas. A los alumnos se les hace
dos cuestiones. La primera de ellas pide a los alumnos que indiquen que nimero
propondrian para indicar la altura lo més exactamente posible, en este caso la respuesta
esperada es la media. La segunda es que evalten la precision de cada método, para ello
necesitan utilizar las medidas de dispersion y propone el articulo el posible uso de cuatro

de ellas, el rango, la desviacion media, la desviacion tipica y el error cuadratico. (Sanchez

y Orta, 2013)
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El segundo tipo de contexto habla del riesgo, que se define en el articulo como

El riesgo se presenta cuando hay potenciales resultados no deseados que pueden traer

como consecuencia pérdidas o dafios. Definir el riesgo significa especificar los resultados

valiosos y los no deseados en un orden que refleje el valor que se les atribuye [...]Una

vez que se identifican los riesgos, el problema es determinar qué tan grandes o

perjudiciales son y cuales son las posibles causas que los gobiernan [...] El analisis del

riesgo ofrece informacion para la toma de decisiones. La teoria de la toma de decisiones
en situaciones de riesgo tiene dos aspectos; por un lado, define reglas abstractas sobre lo
que deberia hacer la gente en situaciones de riesgo, por otro, estudia lo que hace la gente

cuando se enfrenta realmente a tales situaciones. (Sanchez y Orta, 2013, pp. 71-72)

Los dos problemas propuestos en este contexto son uno referente al juego y otro
referente a un problema salud-enfermedad. En el primero se dan las listas de ganancias y
pérdidas de dos juegos, y se pide la eleccion de uno de ellos para jugar. En este caso los
datos estan seleccionados para que las medias coincidan, y una primera aproximacion sea
que da igual jugar a cualquiera de los dos juegos, pero un andlisis méas concienzudo le
haré utilizar alguna medida de dispersion. El segundo problema da los datos de tiempo de
vida de varias personas que se han sometido a tres tratamientos diferentes debido a que
tienen una enfermedad incurable, el problema pide elegir uno de los tres posibles
tratamientos de forma razonada, de nuevo los tres tratamientos ofrecen la misma media,
pero no asi la misma dispersion, por tanto, de nuevo se necesitara calcular alguna medida
de dispersion o representar los datos para tomar una decision correcta.

Dentro de la realizacion de materiales curriculares, cabe destacar también un
trabajo de delMas (2001) en el que disefiaba una serie de actividades para trabajar la

desviacion estandar relacionandola con la media, mas en concreto como una medida de la

densidad de los datos alrededor de la media.
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Por ultimo, dentro del tratamiento conjunto de la media y la desviacion tipica se
puede destacar el trabajo de Dubreil-Frémont, Chevallier-Gaté, y Zendrera (2014) en el
pasado ICOTS-9. En este trabajo analizan la evolucion de 352 estudiantes universitarios
en la comprension de la media y la desviacion tipica, mediante un disefio pre-post. En el
pre-test los alumnos mostraban una caracterizacion algoritmica de la media y no
comprendian la desviacion tipica. Tras el curso de estadistica los alumnos comprendian el
concepto de media y mejoraban en el de desviacion tipica, es muy interesante la
categorizacion de las concepciones de la desviacion tipica que realizan para las pruebas y

que se pueden observar en la figura 29.

Conceptions of Before the course After the course
standard deviation
Total Percentage Total Percentage
measure of dispersion 9 83 34 14.3
square root of variance 11 10.2 109 45.8
tautology | 0.9
variance 3 ¥3
range 28 259 9 3.8
midrange 1 0.9
interdecile range 2 1.9 1 0.4
interquartile range 2 1.9 3 i3
other 54 50 79 33.2
Total 108 100 238 100

Figura 29. Concepciones de los estudiantes sobre la desviacion tipica. ((Dubreil-Frémont et al.,
2014, p.3)
Sin embargo, la comprension del concepto de desviacion tipica sigue siendo
dificultoso, como los propios autores indican

este estudio trat6 con las concepciones de los estudiantes de la media y la desviacion
estandar antes y después del curso de estadistica. Los resultados mostraron que los
estudiantes tienen una mejor comprension de la media que de la desviacion estandar
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siempre que se realizan test. Los resultados confirmaron que los estudiantes mejoraron

sus concepciones de media y desviacion estandar al final del curso. ((Dubreil-Frémont

et al., 2014, p.4)

Otro tipo de estudios abarcan todas las medidas de dispersion en general, sin
centrarse especificamente en alguna de ellas.

De hecho, uno de los mas interesantes, por novedoso y diferente es el de Lehrer y
Kim (2009) donde para trabajar la dispersion y sus medidas piden a los alumnos, en este
caso de 10-11 afios, equivalente a 6° de primaria, que se inventen unas medidas para
medir la dispersion. Esto da lugar a métodos como el de distancia entre pares, que
consiste en ordenar los valores y medir la distancia entre un valor y el anterior, en el que
los alumnos evidencian que cerca de una medida de tendencia central estos valores se
reducen. Otra alumna se inventé un método de desviaciones con respecto a la mediana.
Otros alumnos presentaron métodos graficos a través de la herramienta TinkerPlots. Es
una actividad que permite desarrollar el razonamiento acerca de la dispersion y su medida
y que como indican los autores,

La medicion se concibe a menudo como una actividad mundana, y en la escuela llega a
menudo con ideas preconcebidas. Los estudiantes pueden aprender "habilidades" para
medir, pero rara vez se les pide que lidien con la problematica fundamental de la relacion
entre una medida y un fenémeno particular. Sugerimos una tactica alternativa, en la que
los estudiantes inventen y revisen las medidas, porque inventar medidas implica
inherentemente estructurar fendmenos. En este caso, posicionamos a los estudiantes para
inventar y revisar las medidas de variabilidad. Muchas de estas soluciones inventadas
coordinan el centro y se difunden de manera que anticipan los tipos de soluciones que se
utilizan en la disciplina de la estadistica, tales como el intervalo intercuartilico y las
métricas basadas en la desviacion, como la desviacion media y la desviacion estandar.
Esta forma de estructurar la dispersion a menudo escapa a los estudiantes mucho mas
mayores. (Lehrer y Kim, 2009, p.130)

La tesis de Turegun (2011) analiza precisamente las concepciones en estudiantes

de diferentes medidas de dispersion, en este caso, el rango, el recorrido intercuartilico y
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la desviacion tipica. Con una experiencia de mas de 20 anos ensefiando matematicas y
casi 15 estadistica en la universidad se dio cuenta de que sus alumnos, aunque conocian
el algoritmo de la desviacion tipica, les costaba explicarla en un contexto de datos, es
decir, aunque son capaces de decir que la desviacion tipica es una medida de dispersion,
y saben calcularla, no saben relacionar el nimero que obtienen con su sentido, a pesar de
que en muchos sentido, como indica, el calculo de la desviacion tipica es farragoso. Las
demas medidas también son interesantes, y trabajarlas todas en conjunto puede ser una
buena técnica de ataque, porque como el propio Turegun (2011) indica

reconocer el hecho de que estas medidas de propagacion tienen distintos niveles de

sensibilidad a la presencia de valores atipicos en un conjunto de datos puede conducir al

desarrollo cognitivo al decidir cudl de estas medidas puede ser mas apropiada para usar

en una distribucion de datos particular. (p. 67)

Utiliza para el analisis la taxonomia SOLO (Structure of Observed Learning
Outcomes, Estructura de los Resultados de Aprendizaje Observados) otorgando 5 niveles
a la comprension de las medias de la dispersion. Pre-estructural, donde las respuestas
estan mal articuladas y demuestra no entender la pregunta; uni-estructural, en las que las
respuestas son vagas y no estan relacionadas entre si; multi-estructural, en este taxon
demuestra cierto conocimiento de las medidas de dispersion indicando similitudes,
diferencias y conexiones entre el rango, el recorrido intercuartilico y la desviacion
estandar; relacional, ademas de lo anterior es capaz de identificar qué medidas de
dispersiéon son mas resistentes a los valores atipicos al relacionar las medidas de

dispersion con la media, la mediana y los valores atipicos; y por ultimo el taxén de

abstraccion, donde ademas de lo anterior es capaz de indicar la medida de dispersion que
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puede ser mas apropiada en el caso de una distribucion sesgada. (Turegun, 2011) De los
29 alumnos que estudid ninguno estaba en el taxon pre-estructural, pero tampoco hubo
ninguno en el taxon de abstraccion, la mayoria se encontraban en el taxon multi-
estructural.

Las conclusiones de estudio son que los alumnos emplean sus propias expresiones
para hablar acerca de las medidas de la dispersion, esto se relaciona con estudios previos
de Makar y Confrey (2005) y de Watson y Kelly, (2008) que hacian especial hincapié en
la importancia del lenguaje en la introduccion de las nociones estadisticas, ya que gran
parte del vocabulario se emplea cotidianamente en otros contextos y otros significados,
por tanto es importante ser cuidados en la construccion del lenguaje en la formacion
estadistica de los alumnos. Por otra parte, indica que los alumnos tienen ideas previas,
que en muchas ocasiones les otorgaban una alta comprension intuitiva de las medidas de
dispersion. Por ultimo, hace alusion a la bonanza del método de entrevistas frente al
sistema de test para ahondar mas en las concepciones que tienen los alumnos.

Para acabar este sub-apartado se van a realizar unos breves comentarios sobre el
recorrido intercuartilico, referidos principalmente a las dificultades del céalculo de la
medida de posicion como puede verse en Weisstein (s. f.) y Langford (2006) y es la
cantidad de métodos de calculo para los cuartiles que pueden encontrarse y que pueden
generar problemas a la hora del célculo de una medida de dispersion derivada como es el

recorrido o rango intercuartilico. Para ilustrarlo se acompafa la figura 30.
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Método ler cuartil ler cuartil 3er cuartil 3er cuartil
n impar n par n impar n par
Minitab n+1 n+1 3n+3 3n+3
4 4 4 4
Hoaglin, Mosteller, y Tukey n+3 n+2 3n+1 3n+2
(1983) 4 4 4 4
Moore y McCabe (2002) n+1 n+2 3n+3 3n+2
4 4 4 4
Mendenhall y Sincich (1995) n+1 n+1 3n+3 3n+3
s I o N e A
Freund y Perles, (1987) n+3 n+3 3n+1 3n+1
4 4 4 4

Figura 30. Algunos métodos de calculo de los cuartiles. (Weisstein, s. f.)

Otra serie de estudios de especial relevancia para el abordaje de esta tesis son
Estepa y Ortega (2005a); Estepa y Ortega (2006); Ortega y Estepa, (2005); Estepa y
Ortega, (2005b); y Ortega y Estepa (2006) en los que se analizan la dispersion y las
medidas de dispersion en textos universitarios, y en secundaria bajo el Enfoque Onto-
semidtico.

En Estepa y Ortega (2005a) se analizan 14 textos universitarios para estudiar el
significado de referencia de algunas medidas de dispersion, en concreto la desviacion
tipica y la varianza, donde uno de los resultados mas interesantes es que hallaron 19
expresiones diferentes para la varianza y 21 expresiones diferentes para la desviacion
tipica, muchas de ellas expresiones equivalentes o empleadas en diferentes contextos
(muestra — poblacidn, datos sin agrupar — agrupados, etc., ...) pero que genera un
potencial conflicto semiodtico en los estudiantes. Estepa y Ortega (2006) es una

presentacion en congreso del anterior, donde se vuelve a hacer hincapi¢ en la dificultad
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de comprender la dispersion y sus medidas, debido en gran parte a las numerosas
situaciones y lenguaje diverso que se emplea en los textos universitarios.

En Ortega y Estepa, (2005) estudiaron las concepciones sobre dispersion en
estudiantes de secundaria mediante un test de 13 items sobre distribuciones, muestreo y
algunas medidas como los cuartiles o el rango. El test se llevo a cabo en una muestra de
85 estudiantes de 3° de ESO que todavia no habian trabajado las medidas de dispersion.
Los resultados mostraban una dificultad para entender algunos conceptos asociados a la
dispersion. En Estepa y Ortega, (2005b) se analizd el significado institucional de
referencia de las medidas de dispersion rango, recorrido intercuartilico, desviacion media,
varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacion a través del estudio de una muestra
de 14 libros universitarios de Estadistica Descriptiva, este trabajo es una ampliacion del
primero de esta serie. En Ortega y Estepa (2006) se realizé un analisis a través del EOS
de los libros de secundaria més utilizados en 3° y 4° de ESO bajo la LOGSE que incluyo
8 editoriales, en dicha comunicacién se analizan las entidades primarias en los textos, y
exponia las siguientes conclusiones,

So6lo unas pocas situaciones pueden ser consideradas como verdaderos problemas,
buscando casi exclusivamente el dominio de las habilidades de célculo.

Las técnicas necesarias para la resolucion de problemas se desarrollan principalmente en
contextos numéricos. Los graficos raramente se utilizan para representar o interpretar la
dispersion, y en varios libros de texto se evita el uso de féormulas.

Todos los libros de texto usan palabras y expresiones cuyo significado puede ser confuso
para los estudiantes. Por ejemplo, dispersion, diferencia, error, distancia, homogeneidad,
heterogeneidad, representatividad, concentracion, etc.

La confusion se introduce, a veces deliberadamente, entre la dispersion referencial e
intrinseca, asi como entre la dispersion absoluta y relativa.

No hay unanimidad en la secuenciacion de los contenidos que tratan de la dispersion.
Algunos editores incluyen la dispersion en 2° de E.S.O. (13 afios), mientras que otros la
posponen a 4° de E.S.O. (16 afios de edad).

El rango, la varianza y la desviacion estandar son estudiados en todos los libros de texto
analizados. No ocurre lo mismo con el rango intercuartilico o el coeficiente de variacion.



TESIS DOCTORAL

137

JESUS DEL PINO RUIZ

Finalmente, debemos enfatizar el uso excesivo del razonamiento empirico, generalmente
basado en ejemplos elegidos al azar, lo que perjudica las maneras deductivas de
argumentar. (Ortega y Estepa, 2006, p.5)

A modo de pequefias conclusiones se puede apreciar en las diferentes
investigaciones presentadas que los problemas de comprension de la desviacion tipica,
como medida més empleada, y de las demas medidas son persistentes, que suelen venir
de problemas con el lenguaje y con la comprension del fendémeno, ya que muchas veces
el algoritmo si que estd controlado. Esta comprension es mejorable a través de una
instruccion cuidada y orientada a la mejora, pero ain no existe un resultado que indique
cudl es el mejor camino. Propuestas como las de delMas (2001) con actividades para
orientar la comprension de la desviacion tipica como medida de la densidad de datos
alrededor de la media; la de Sanchez y Orta (2013) sobre andlisis conjunto de media y
desviacion tipica en secundaria y la de Lehrer y Kim (2009) a través de la invencion de
medidas de dispersion en alumnos de ultima etapa de primaria y primera etapa de
secundaria son interesantes puntos de partida para introducir estos conceptos y desarrollar
concepciones mas solidas en el momento en el que, como veiamos en el capitulo 2 se
comienzan a trabajar en el curriculum estos contenidos. Los trabajos indicados
anteriormente serdn el punto de partida del analisis a realizar en esta tesis, ya que son los
trabajos previos que indicaron que existian problema en esta area y realizaron trabajos
similares, pero en otros contextos a los que se desean completar en este estudio.

Este es el significado predominante en los textos de 3° y 4° de ESO y es el que se

va a analizar en los estudiantes de 3° de ESO. Una de los objetivos esta tesis es realizar
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un cuestionario acerca del conocimiento de los alumnos sobre las medidas de dispersion,
para realizar el cuestionario se tendra en cuenta lo visto en este apartado, en concreto la
limitacion que presentan los estudiantes acerca del uso de diferentes medidas, ya que se
centran principalmente en la desviacion tipica como medida de dispersion, a su vez
también se investigara el uso conjunto de la media y la desviacion tipica como proponen
algunos autores.
4.4. Dispersion descriptiva bivariante

Segun se muestra en el cuadro resumen del apartado 4.1, uno de los aspectos de la
dispersion es la covarianza, y a través de ella, la correlacion. En la tesis de Gea (2014) se
hace una revision bibliografica de estos conceptos y ademds se analizan libros y se
estudian concepciones de futuros profesores acerca de la correlacion. Este es un estudio
interesante porque conecta con varios de los objetivos de esta tesis, ya que también se
pretende un andlisis de libros y un estudio de concepciones, aunque en este caso de
estudiantes de Educacion Secundaria. Algunas de las conclusiones mds interesantes de
este estudio nos las muestra en su capitulo 4,

observamos que la presentacion de algunas propiedades (o la ausencia de dicha
presentacion) podria inducir conflictos semioticos en los estudiantes. Algunos ejemplos
de los mismos seria confundir un objeto con su representacion grafica, confusion entre
diagrama de barras e histograma, o el diagrama de dispersion y el grafico de burbujas,
generalizacion demasiado amplia del concepto de correlacion o no diferenciar
convenientemente las dos rectas de regresion. Otros ejemplos son el uso de
simbolizaciones inadecuadas o imprecisas, la descripcion incompleta de procedimientos,
o la equiparacion de conceptos no equivalentes. En otros casos, las relaciones que se
establecen entre la recta de regresion y el coeficiente de correlacion debiesen ser
reflexionadas en clase por el profesor, pues podrian llevar a resultados equivocados. Este
es el caso de la relacion entre el coeficiente de correlacion y la recta de regresion para
establecer su aproximacion, indicando que con una misma recta se pueden realizar
predicciones para cada una de las variables si el valor de |r| es proximo a 1. (Gea, 2014,
p-192)



TESIS DOCTORAL

139

JESUS DEL PINO RUIZ

Un estudio sobre correlacion en libros de texto anterior es el que realizé Sanchez
Cobo (1998), donde concluia que los libros presentaban algunos problemas, como que las
actividades estaban sesgadas, no se diferenciaba correlacion de causalidad y tampoco se
incluian todos los tipos de covarianza.

Algunos otros estudios destacables son los de Zieffler (2006) donde se analiza el
razonamiento sobre la covariacion, donde se plantea varias preguntas sobre el patrén de
pensamiento de los estudiantes, como afecta el orden en el que se exponen los contenidos
en el razonamiento y si la adquisicion de nuevas nociones afecta al razonamiento. Otro
estudio interesante es el de Estepa (1994) que se interes6 por el uso de los ordenadores
para facilitar el aprendizaje de conceptos estadisticos relacionados con la correlacion.
Una vision mas amplia de estos y otros estudios se puede encontrar en la tesis de Gea
(2014)

4.5. Dispersion probabilistica

Uno de los grandes problemas con la dispersion en situaciones de probabilidad es
la confusidon de ésta con situaciones de muestreo. Este tipo de situaciones las analiza
Shaughnessy (1997) en un estudio con profesores en activo, al preguntar por cierta
situacion de probabilidad, como qué es mas probable al lanzar una moneda, obtener
X0O0XO0 o XXXXX, algunos contestaron que la muestra era pequefia y que en muestras
grandes se obtendria una situacion similar a la primera, sin embargo, en este caso, no hay
muestra, en todo caso hay un espacio muestral, en el sentido probabilistico, pero no real

de la muestra de una poblacion. (Shaughnessy, Watson, Moritz, y Reading, 1999)
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Otro trabajo destacable dentro del estudio de la dispersion en la probabilidad es el
de Shaughnessy y Ciancetta (2001) y (2002) con un spinner que es una ruleta mitad
blanca y mitad negra proponiendo a estudiantes que predijesen el nimero de negros que
habria en diez tiradas, después se hacia girar la ruleta diez veces y repetian la prediccion,
después de la segunda tirada se llevaban en total 5 negras y 15 blancas lo que causé un
conflicto cognitivo en los alumnos, ya que no eran capaces de comprender series de
tiradas que no estuvieran equilibradas.

El objetivo de este ejercicio es que los alumnos encuentren la conexion que se
puede hacer entre la dispersion observada en los datos de ensayos repetidos de un
experimento, y los resultados que se esperan basados en el conocimiento del espacio
muestral subyacente o distribucion de probabilidad

Por lo tanto, los experimentos de probabilidad son muy prometedores como un
contexto viable para la recopilaciéon de datos sobre las concepciones de los estudiantes
acerca de la variabilidad aleatoria. Cuando se realiza un experimento probabilistico se
puede centrar la atencion en la variacion inherente en los resultados, y no sélo en el valor
esperado para un resultado en particular. (Shaughnessy y Ciancetta, 2002; Canada, 2004)
4.6. Dispersion inferencial y en situaciones de muestreo

La dispersion también esta presente en situaciones de muestreo, como indicaba en
su tesis Canada (2004)

Las muestras también varian en la medida en que representan a su poblacion original. Por
ejemplo, si la poblacion son todos los estudiantes de una escuela secundaria, en la misma
encuesta de opinion en dos grupos diferentes de estudiantes es probable que se produzcan
dos resultados diferentes. Por lo tanto, las situaciones de muestreo pueden invocar
muchos niveles de significado si tenemos en cuenta la variacion. (p. 38)
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Un estudio interesante en este ambito es el que realizaron Bakker y Gravemeijer,
(2004)) sobre la comprension de las distribuciones y muestreo mediante el uso de las
TICs (una applet web llamado Minitools que ya no se encuentra disponible) en alumnos
de 7° grado (equivalente a 1° de ESO), y que repiti6 Slauson (2008) en su tesis con la
conclusion de que el método fue “muy eficaz en el desarrollo de la comprension
conceptual de los estudiantes de la distribucion.” (p. 31)

Otros estudios como el de Leavy, (2006) se han centrado en las concepciones de
profesores en practicas sobre las medidas de dispersion en distribuciones y la
comparacion de muestras. Para ello se dividio el estudio en tres etapas, un pre-test, una
formacion y un examen al final, en la primera etapa se vio que los futuros profesores en
su mayoria utilizaban principalmente los métodos numéricos en lugar de métodos
graficos, tras el trabajo se sensibilizaron con cuestiones como el tamafio de la muestra o
las limitaciones de la opcion elegida previamente para representar los datos. Este trabajo
es importante porque precisamente son los docentes los que tienen en su mano la
formacion de los estudiantes y existe entre ellos una falta de conocimiento de estadistica.

Otro estudio muy importante, en este caso sobre los tipos de razonamiento de los
estudiantes sobre la variabilidad aleatoria, es el de Shaughnessy, Ciancetta, y Canada,
(2004) que indican que el razonamiento de los estudiantes en situaciones de muestreo se
puede clasificar en: aditivo, proporcional, y de distribucion.

e Los estudiantes que razonan de forma aditiva se centran en la frecuencia.
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e Los estudiantes que razonan de forma proporcional se centran en las
frecuencias relativas para hacer conjeturas sobre las muestras tomadas de
una poblacién de composicion conocida.

e Los estudiantes que razonan en forma de distribucion razonan con
frecuencias esperadas y con la desviacion de las expectativas razonables
para considerar posibles composiciones de la muestra.

El trabajo de Saldanha y Thompson, (2002) da cuenta del razonamiento sobre
muestreo,

Distinguimos dos concepciones de muestra y muestreo que surgieron en el contexto de un

experimento de ensefianza realizado en una clase de estadistica de la escuela secundaria.

En una concepcion 'muestra como una version cuasi-proporcional, a pequefia escala de la

poblacion' es la imagen principal. Esta concepcion implica la imagen mental de repetir el

proceso de muestreo y una imagen de variabilidad entre sus resultados que apoya el
razonamiento sobre las distribuciones. Por el contrario, una muestra puede ser vista
simplemente como "un subconjunto de una poblacion" - una imagen mental que no
engloba la de muestreo repetido, y de ideas de variabilidad que se extienden a la

distribucion. (p.257)

En este trabajo se sugiere que el razonamiento sobre muestreo es mas sofisticado
que el razonamiento de distribucion, donde son necesarios para razonar la frecuencia
relativa y la desviacion de la expectativa de una muestra para hacer inferencias sobre la
poblacion.

El razonamiento inferencial parece requerir una concepcion multiplicativa de la
muestra y muestreo. La concepcion multiplicativa incluye la nocion de comparacion de
una muestra estadistica con la poblacion de las estadisticas resultantes de las estadisticas

de todas las muestras posibles de un determinado tamafio de la poblacion. Este tipo de

razonamiento es necesario para poder aplicar un razonamiento deductivo.
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Uno de los estudios mas conocidos y ambiciosos sobre el razonamiento acerca de
la variabilidad en situaciones de muestreo e inferencia es el que llevaron a cabo Chance,
del Mas, y Garfield (2004) que se desarrolld durante siete afios en dos universidades de
EEUU. En un principio el objetivo era evaluar la utilidad de un software de simulacion
para el aprendizaje de distribuciones muestrales, sin embargo, derivd en cinco
investigaciones. En la primera etapa observaron una mejora en la percepcion de la
distribucion de muestreo, pero también se dieron cuenta de que necesitaban algo mas que
un componente visual. Asi que redisefiaron la actividad para involucrar a los estudiantes
en reconocer sus errores y ayudarlos a superar las intuiciones erréneas que persisten en la
orientacion de sus respuestas en los items de evaluacion. Después de esta segunda etapa
aln mejor6 mas la comprension de la distribucion de muestreo, pero también es cierto
que adn persistian ciertos prejuicios.

En la tercera etapa se estudio los prerrequisitos necesarios para la comprension de
la distribucion de muestreo y el porqué de la persistencia de errores, de aqui pudieron
obtener una lista con estos datos.

En la cuarta etapa a través de entrevistas abiertas establecieron cinco niveles de
razonamiento acerca de la distribucion muestral:

1. Razonamiento idiosincratico: se conoce la terminologia y se utilizan los
simbolos, pero sin saber bien qué significan.
2. Razonamiento verbal: se conoce la terminologia y se comprende, pero no

se ha incorporado al comportamiento.
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3. Razonamiento de transicion: se identifican una o dos dimensiones del
proceso muestral sin integrarlas.

4. Razonamiento procedimental: se identifican correctamente las
dimensiones del proceso de muestreo, pero no se integran plenamente, ni
se entiende el proceso que genera distribuciones muestrales.

5. Razonamiento de proceso integrado: se tiene una comprension del proceso
de muestreo, de las distribuciones de muestreo y es capaz de coordinar las
reglas y el comportamiento del proceso de muestreo.

Este modelo es la base de la quinta etapa, ya que en esta desarrollaron un
diagndstico para establecer en qué nivel esté el encuestado.

Estos cinco estudios ponen la base para entender por qué es tan dificil entender la
distribucion de muestreo.

Otro estudio que se ha llevado a cabo en varias ocasiones es el que trata sobre la
ley de los grandes nimeros que indica que a medida que la muestra es més grande habra
menos dispersion con respecto a los parametros de la poblacion.

Sin embargo, a través del item del hospital, se descubre que un error bastante
frecuente es la no identificacion de la dispersion en situaciones de muestreo. El item del
hospital se ha empleado en varios estudios, como los de Watson, Collis, y Moritz (1995)
y Watson y Moritz (2000) por citar algunos relevantes. En dicho item planteaban que
habia dos hospitales donde nacian cada dia 5 y 50 nifios y se preguntaba en cudl de los
dos era mas probable tener un 80% de nacimientos de nifios y un 20% de nacimientos de

nifias en un dia cualquiera, la probabilidad de tener valores atipicos es mayor en una



TESIS DOCTORAL

145

JESUS DEL PINO RUIZ

muestra pequefia. Como ya indicaba Canada (2014) “la investigacion muestra que los
entornos de muestreo ofrecen la oportunidad de observar el efecto del tamafo de la
muestra en la variacion” (p. 51)
4.7. El uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion para la
ensefianza de la dispersion

4.7.1. Estudios respecto al uso de las TIC en la ensefianza de la Estadistica.

Actualmente se esta realizando desde la administracion un esfuerzo por implantar
las denominadas como Escuelas 2.0 y programas TIC en los centros de educacion
secundaria. En el curso 2015-2016 se hizo en Andalucia una dotacién a los centros de
pizarras digitales, para que hubiera una pizarra por aula en toda la etapa obligatoria.

El uso de las pizarras digitales en sustitucion de la pizarra verde clasica no esta
exento de controversia, debido a algunos problemas que generan en su encendido y
mantenimiento. Se pueden usar como pizarras tradicionales y como meras pantallas de
cafion video proyector, o se puede emplear la potencia de las herramientas TIC con todas
las ventajas que conllevan, como la posibilidad de mostrar, manipular e interactuar con
ellas. De esta manera se puede presentar la Estadistica de una forma mas manipulativa a
través del empleo de applets, ya estén disponibles en red o los haya desarrollado el propio
profesor.

Nickerson (1995) realizd un interesante trabajo sobre el uso de software en
educacion e indicd diferentes motivos para utilizarlo. Por ejemplo, permite un

aprendizaje activo y por descubrimiento, lo que hace que el aprendizaje sea constructivo.
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El uso de simulaciones permite observar los fenomenos y poner el foco en situaciones
que si son simplemente explicadas podrian pasar desapercibidas. El uso de modelos y
representaciones adecuadas para lidiar con los problemas de comprension. Ademas,
genera un ambiente en el que estan disponibles una gran cantidad de recursos, existen
herramientas que permiten la exploracion de fendmenos, y crea una atmosfera
colaborativa en la que es mas facil compartir ideas ayudando a los estudiantes a hacer un
esfuerzo por comprender

En otro estudio Snir, Smith, y Grosslight (1993) indican que existen tres niveles
de aprendizaje en las ciencias, concreto, conceptual y meta conceptual. De esta manera,
ejemplifican con las propiedades fisicas, un estudiante debe entender en primer lugar que
la manzana se cae, que los objetos en general caen (concreto), en segundo lugar, conocer
la ley de la gravedad (conceptual) y, por ultimo, como se ha desarrollado esa ley y como
funciona el método cientifico (meta conceptual.) Las aplicaciones informaticas son
importantes en el desarrollo de este aprendizaje, ya que permiten observar fendmenos
matematicos que no podrian verse de otra manera, facilitando el aprendizaje concreto, a
su vez permite analizar y demostrar leyes interviniendo en el aprendizaje conceptual y
por ultimo permite estudiar como se ha llegado a esa ley y como se desarrolla, mejorando
el aprendizaje meta conceptual. Todo ello utilizando simulaciones, modelos vy
representaciones adecuadas.

Blejec (2003) tiene la misma opinidén sobre el uso de las simulaciones para

mejorar el aprendizaje de contenidos que son mas complejos para los estudiantes, como
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conceptos tedricos y/o abstractos que de la forma tradicional suelen presentar mas
dificultades a los alumnos,

estas simulaciones pueden ayudar a ensefiar estadistica en general y particularmente
conceptos abstractos o dificiles y teoremas. Usando simulaciones combinadas con
visualizaciones en el ordenador, los conceptos y teoremas pueden ser efectivamente
demostrados incluso a los estudiantes con escasas habilidades matematicas o falta de
interés, y en ocasiones puede servir como sustituto de la demostracion matematica
rigurosa. (p. 2)

Las herramientas con las que trabaja Blejec (2003) son online y abarca diferentes
tipos, desde las herramientas para realizar formacion a distancia como IMS, Moodle,
redes sociales a otras mas especificas de la estadistica como RVLS (Rice Virtual Lab in

Statistics, http://onlinestatbook.com/rvls.html) y se muestra un férreo defensor de la

ensenanza con software y herramientas virtuales “el uso de simulaciones de ordenador en
la ensefianza estadistica demostr6 ser un medio muy ttil para la explicacion de conceptos
estadisticos dificiles.” (Blejec, 2003, p. 3)

El uso de la tecnologia es imprescindible hoy dia en la ensenanza de la estadistica
y asi lo defienden Chance, Ben-Zvi, Garfield, y Medina, (2007) que sefialan que “es duro
imaginar ensefar estadistica hoy sin emplear de alguna forma la tecnologia” (p. 1)

Estos mismos autores han presentado trabajos sobre el uso de software especifico
para la formacion y evaluacion del razonamiento acerca de la variabilidad aleatoria, un
ejemplo es Chance, Garfield, y delMas, (1999) que realizaron un trabajo sobre el
razonamiento sobre la variabilidad en situaciones de muestreo a través de software.

El aprendizaje de conceptos complejos a través del uso de software ha sido

ampliamente estudiado y son muchas las voces que se elevan indicando la conveniencia
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del uso del software como potencial herramienta de mejora en el proceso de ensefianza —
aprendizaje de conceptos estadisticos dificiles (Kalsbeek, 1996; Hesterberg, 1998;
Garfield y Ben-Zvi, 2008; Lane y Tang, 2000; Mills, 2003; Mills, 2004; Erickson, 2006).

En el Proyecto GAISE, una de las guias de referencia en la ensefianza de
Estadistica, y de la que ya se ha hablado varias veces a lo largo de esta tesis, también se
recomienda el uso del software como una potencial mejora en la adquisicion de
conceptos estadisticos complejos. (Franklin et al., 2007)

Por 1ltimo, el propio curriculum exige que se utilicen las TIC para la ensefianza
de las matematicas y en concreto de la Estadistica, en el Gltimo Real Decreto podemos
encontrar,

El uso de herramientas tecnologicas tendra un papel esencial en el curriculo de la materia,

tanto para la mejor comprension de conceptos o en la resolucion de problemas complejos,

como para contrastar con mayor rigor las hipotesis propuestas y presentar y comunicar
los resultados obtenidos. Ademas, estas herramientas contribuyen a la preparacion para el
aprendizaje a lo largo de la vida y apoyan el trabajo fuera del aula. (MECD, 2015b,

p.381)

La competencia matematica, reconocida como clave por la Union Europea, se desarrolla

especialmente gracias a la contribucion de la asignatura de Matematicas. Esta

competencia se entiende como habilidad para desarrollar y aplicar el razonamiento
matematico con el fin de resolver problemas diversos en situaciones cotidianas; en
concreto, engloba los siguientes aspectos y facetas: pensar, modelar y razonar de forma
matematica, plantear y resolver problemas, representar entidades matematicas, utilizar los

simbolos matematicos, comunicarse con las Matematicas y sobre las Matematicas, y
utilizar ayudas y herramientas tecnologicas. (MECD, 2015b, p.389)

Por tanto, el uso de estas herramientas y de propuestas didacticas en los libros de
texto deberia ser obligatoria, ya que tanto la legislaciéon como la investigacion invitan a

ello.
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4.7.2. Revision del software existente para la ensefianza de la estadistica.

Este apartado es una ampliacioén de los trabajos de Del-Pino (2013) y Del-Pino y
Estepa (2013) donde se presentaba una revision del software disponible para la ensefianza
de la Estadistica y mds en concreto, de las medidas de dispersion, resumiendo las
principales propuestas comerciales y las que se han empleado en diferentes

investigaciones didacticas.

e S-Plus/R/SPSS  (http://www.statsci.org/splus.html http://www.r-project.org/

http:// www-01.ibm.com/software/es/analytics/spss/products/statistics/ ): Son tres
programas de los mas utilizados en el &mbito estadistico profesional, los dos primeros
gratuitos y el ultimo de pago. S y R son en realidad lenguajes de programacion, por
tanto, son dificiles de emplear, sin embargo, hoy dia existen interfaces amigables de
usuario como R-commander o PSPP. La dificultad que entrafian no los hace aptos
para niveles de secundaria obligatoria, pero si recomendables para 2° de Bachillerato
o 1° de Grado, ya que, ademads, en el mundo empresarial son los mas importantes.
Algunas de las ventajas de este tipo de software es su potencia de calculo y que
permiten hacer construcciones complejas. Las contras que destacan son la dificultad
que genera el utilizar un lenguaje de programacion y que la ensefianza del manejo de
este programa no es sencila. En la figura 31 se puede observar el interfaz de Rstudio,

un programa adicional que dota de una interfaz més amigable a R.
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Figura 31. Interfaz de Rstudio.

Mathematica/Matlab(http://www.wolfram.com/mathematica/

http://www.mathworks.es/): No son aplicaciones estadisticas en particular, son

aplicaciones de computacidn matematica. Ambas opciones estan muy extendidas
en el ambito universitario, en especial en las carreras de ingenierias y fisica.
Ambos programas son de pago, que cuestan de 120€ minimos para el
Mathematica a 6000€ minimos para Matlab, los que los hace econdmicamente
inviables para su uso en educacion secundaria. En educacion secundaria no es
viable debido a su precio, sin embargo, en la educacion superior tienen suscritos
programas de filiacion con las universidades que permiten a los estudiantes poder
disponer de ellos gratuitamente (la licencia la paga la universidad.) Las ventajas
destacables de estos programas son su potencia y la facilidad de uso, mientras que

el precio, que no son especificos de estadistica o que necesitan aprender un
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lenguaje de programacion para un uso mas alla del basico pueden ser algunas de
las desventajas. En la figura 32 se observa el interfaz de Mathematica. Cabe

destacar que las funciones bésicas de este software se pueden utilizar online.

RTR—r ] [

e p———) ~ - =
Figura 32. Interfaz de Mathematica.
Excel/Calc (http://www.microsoft.com/office/preview/es/excel-2013-preview

http://es.libreoffice.org/caracteristicas/calc/): En este caso, lo que se muestra son

dos hojas de calculo. La primera pertenece a la suite Microsoft Office, por tanto,
es de pago, la segunda es libre y pertenece a la suite Libreoffice. Es un software
muy dindmico y por lo general todos los alumnos lo tienen disponible a través de
las versiones educativas de Linux, en el caso de Andalucia, a través de
Guadalinex. Aunque la potencia de calculo es inferior a la de los anteriores, la
forma de calcular elementos graficos y de introducir datos es mas sencilla, eso lo
convierte en una opcion a considerar para el trabajo con datos y graficos. Ademas,

en el caso de Calc es gratuita, ya sea porque venga incluida en un paquete
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educativo de Linux, como por descarga en plataforma Windows. En la figura 33

se puede visualizar la interfaz de Excel.

[ri* ) 7 (e ey e

g - W K ® 2 Carves A - - = . y

Figura 33. Interfaz de Microsoft Excel.

WIRIS (http://www.wiris.com/es): Wiris se disefi¢0 para pizarras digitales por la

empresa Maths For More. Fue uno de los pioneros y eso le hizo tener una fuerte
implantacién, ademds cuenta con la ventaja de que existe gran cantidad de
material disefiado y compartido. Sin embargo, el programa trabaja sobre internet,
y a pesar de los avances, en muchos centros continua habiendo problemas con la
conexion a internet, debido a que son centros antiguos y la red inaldmbrica no
llega de forma correcta a todas las aulas, y el cableado se hace complejo. Por
tanto, el programa no esta disponible siempre. Si a ellos se une que el sistema
operativo de las pizarras viene en muchos casos cerrado por la administracion, se
genera un nuevo problema con respecto al uso de flash player u otros plug-in

adicionales necesarios para que funcione correctamente. Ademas, si en lugar de



TESIS DOCTORAL

153

JESUS DEL PINO RUIZ

usarlo en red se desea tener la version de escritorio el precio es de 600€, por tanto,
aunque es una buena opcion, en los centros publico no se estd haciendo una

apuesta fuerte por él. En la figura 34 se muestra el interfaz.

f WIRIS, your web calculator

) www.wiris.net

Edit | Operations | Symbols | Analysis

Matrix | Units | Combinatorics | Geometry l&;‘r@.ek, | Programming | Format

@ @ ol | 8 0° 0 T IO | [0 | plot represent | equation solve ¥ =
[@ o oo o, ¥ | £ I | [0l | plot3d system solve %)

ftan(x) dx = -In(|cos(x)]) =]

= -3.X2+3-x+27

12 3
45 6
7 8 x2-x

|V2e@? = false

]
wef] = vty

| £(10) => 120

Figura 34. Interfaz de Wiris.

RVLS (http://onlinestatbook.com/rvls.html): En este caso se presenta un software

utilizado en investigacion didactica. El Rice Virtual Lab in Statistic fue
desarrollado por David Lane en el afio 2000. El software consta de varios applets
para trabajar conceptos estadisticos. Se pueden descargar y modificar para
ajustarlos a tus necesidades, pero para ello se debe conocer el lenguaje de
programacion JAVA. Entre las ventajas estan la facilidad de uso, que es un

software disefiado especificamente para el trabajo de algunos conceptos complejos
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estadisticos, y su modificabilidad, por sefialar alguna desventaja, la pagina esta en
inglés, con lo que algunos profesores pueden ser reticentes a su uso, y su
modificacion y/o creacion implica conocer programacion en JAVA. En la figura

35 se muestra el contenido de la pagina principal. (Lane y Peres, 2006)

Rice Virtual Lab in Statistics

Ezade
You cooments are welccoe Letus

wwou chuege, and what mavmals)

Figura 35. Pagina web de RVLS.

Tinkerplots (http://www .keycurriculum.com/products/tinkerplots): Esta

herramienta también ha sido utilizada en varias investigaciones didacticas. Esta
disenada para facilitar la comprension de algunos conceptos estadisticos y en su
desarrollo colaboraron KCP technologies y la Universidad de Massachusetts. Es
una herramienta de exploracion dindmica de datos y vio la luz en 1998. Algunas
investigaciones como las de Hammerman y Rubin (2004) o Watson, Fitzallen,
Wilson, y Creed (2008) Como ventajas se puede destacar su facilidad de uso y

como desventajas sefialar que es de pago, con precios que van desde los 10$ hasta
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los 50$ por licencia para el centro en licencias de por vida, mientras que para los

alumnos tiene un coste de 8$ anuales. En la figura 36 se muestra su interfaz.
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Figura 36. Interfaz de Tinkerplots.

(http://www.rossmanchance.com/applets/):

Opeons ©

YearAdmitted o'

1787 1059

™
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: o o [‘:
o
= @[] =) e

Es una coleccion de applets

disefiados por Rossman y Chance (2009) para cuatro areas de la estadistica: el

analisis de datos, la distribuciéon de muestreo, simulacion de distribuciones

aleatorias y probabilidad e inferencia. Las ventajas que manifiesta es el amplio

espectro de tdpicos que toca, y la facilidad e intuitivita en el uso que es la

herramienta. Por destacar algun inconveniente la pagina esta en inglés y el carecer

del codigo fuente para modificar los diferentes applets.

4.7.3. Geogebra como herramienta para la ensefianza estadistica.

Si en el apartado anterior se hacia referencia a las numerosas herramientas que

hay en el mercado y que se han utilizado en el marco de investigaciones didécticas, este
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se va a centrar en la herramienta que mas difusion estd teniendo en la educacioén
secundaria, que es Geogebra.

Geogebra comenzod siendo una herramienta de disefio geométrico para facilitar la
comprension de teoremas y conceptos en ese ambito y permitir que los alumnos
manipulasen objetos geométricos con facilidad. Desde la version 3.2 GeoGebra incorpora
una hoja de célculo, con las mismas posibilidades que las vistas en el apartado anterior
(Excel/Calc), comandos estadisticos y graficos y la vista de probabilidades, como se

puede observar en la figura 37. (Geogebra, 2017)

1'% GeoGGebra [=nic! &
Archivo Edta Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[ a2 > .
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Figura 37. Hoja de célculo en GeoGebra.

En el modo de hoja calculo, ademas de las operaciones normales se incluyen tres
botones con diferentes accesos directos a calculos estadisticos que hacen mas accesibles

estas funciones, tal y como se muestra en la figura 38.
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Figura 38. Herramientas estadisticas en la vista hoja de calculo. (May, 2011)

Adicionalmente, GeoGebra dispone de un modo probabilistico con numerosas
herramientas entre las que se incluyen el manejo de las distribuciones de probabilidad
mas frecuentes, asi como del calculo de sus estadisticos. En la figura 39 se puede

observar el desarrollo de este modo.
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Figura 39. Vista de calculo de probabilidades.

Las herramientas que incluye Geogebra en este sentido la convierten en una
potente herramienta didactica. Su implantaciéon se debe también a su inclusion en
paquetes Linux educativos, que son los que estan instalados por defecto en las Pizarras
Digitales que suministra la administracion, siendo este uno de los principales motivos por
los que se estd imponiendo a otras opciones como Wiris. De hecho, también se emplea en
educacion superior a tal fin como como plantean Romano, Martin, y Tenorio (2012).

GeoGebra permite ademas la construccion de applets que se pueden subir y

compartir en su propia red GeoGebraTube (http://geogebratube.org/) Esto enriquece el

ecosistema de la aplicacion ya que permite globalizar el conocimiento. Un punto més a su

favor, es que no solo permite descargarlos, sino que ademas se pueden modificar
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sencillamente mediante la aplicacion para ajustarlos a las necesidades del profesor. En

caso de utilizar sistemas de comunicacion CMS como Moodle o similares, estos applets

se pueden insertar facilmente y ser utilizados para evaluacion. Revisando GeoGebraTube

se pueden encontrar facilmente applets ya disefiados para ayudar a entender algunas

medidas de dispersion como el que se muestra en la figura 40, en el que se explica como

se construye un diagrama de caja: (http://www.geogebratube.org/student/m18352)

Find center, shape and spread.

Each student In Mr Lama's class measured a pencll, The data set below shows the pencll lengths In centimetars (cm

What is the expected length of any given pencli?

Doscrib

< the chape, center, and zpread of the data

Enter the data in the chart.
Pencil lengths(c.m.)

178
19
16.7
165
181
156
102
157
179

157

14
143
151
173
158
16.1
16.2
162
186
16

Figura 40. Ejercicio de GeoGebraTube.

A continuacidn, y para finalizar este apartado, se exponen algunos motivos por los

que GeoGebra es una herramienta ideal para la ensefianza de la Estadistica en secundaria.

Es software gratuito, libre y de codigo abierto. No les cuesta dinero a los centros
educativos y pueden modificar elementos para tener funcionalidades que no se presentan

en la version estandar.

Es multiplataforma. Funciona tanto si emplean una version de Linux propio de la
Comunidad Auténoma como distintas versiones de Microsoft Windows.
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Es facil de usar. Ademas, existen numerosas formaciones, algunas de ellas gratuitas,

impulsadas por colectivos de profesores y universidades.

Es sencillo y a la vez potente. Posee una hoja de calculo y sus numerosas vistas permiten

alternar el uso de la aritmética, representaciones algebraicas, calculo simbolico y calculo

estadistico y probabilistico. (Del-Pino, 2013, p.243)

4.8. Los graficos y las medidas de dispersion.

Como se observa en el apartado anterior, hoy dia el uso de software con fines
educativos esta tomando cierto auge, apoyado por la administracion. El software pretende
mostrar las representaciones graficas de una forma més dindmica. En este apartado se va
a realizar la revision bibliografica de estudios relacionados con cémo se puede mostrar la
dispersion a través de graficos y en especial sobre el diagrama de caja, que como se
indicaba en el capitulo 2 es el tipo de grafico que se incluye en el curriculum en los
niveles de secundaria obligatoria.

Uno de los estudios mds antiguos y a la par interesantes es el de Friel y Bright
(1996) que se hace eco de otros estudios de 1965 en adelante en los que introduce el
término graphicacy que se podria traducir como graficabilidad (el término no existe en
espafiol), es decir, la habilidad de leer y entender de forma critica graficos. De hecho,
otros autores posteriores se han apoyado en este concepto, como por ejemplo Mellissinos
et al. (1997) indicaban que el razonamiento estadistico sobre distribuciones podia suponer
un nexo comun entre las medidas de tendencia central, de dispersion y la graficabilidad.
Ademas de otros estudios, donde se dota a los graficos de caracter cultural debido a la

presencia a través de la historia y en todos los fendémenos que nos rodean, como el de

Arteaga, Batanero, Canadas, y Contreras (2011) Sin embargo, como indicaban Friel,
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Curcio, y Bright, (2001) muchas veces los alumnos trabajan con graficos, pero no
entienden claramente qué estan representando ni para qué lo hacen.

En este apartado se van a presentar estudios que analizan coémo afectan los
graficos a la representacion de la variabilidad aleatoria y se va a centrar la atencidon en un
grafico que es importante porque representa la dispersion y es el que estd incluido en el
curriculum a tal fin, que es el diagrama de caja.

En Inzunza (2006) se analizan los errores de los estudiantes universitarios a través
del estudio de la dispersion en gréaficos, en este caso se trataba de indicar la desviacion
tipica en distintos tipos de graficos, como un histograma o la representacion de diferentes
distribuciones normales. El resultado, como el propio autor indica,

sefiala que los estudiantes mostraron diferentes conceptos erréneos y dificultades en la
comprension de la variabilidad, asi como una comprension superficial de la desviacion
estandar como medida de dispersion, a pesar de ser estudiantes universitarios que habian
tomado por lo menos un curso de estadistica en niveles previos y en los momentos de la
investigacion estaban tomando un curso de inferencia estadistica. (p.6)

Otros estudios sobre una linea similar son los de Cooper y Shore, (2008, 2010).
En el primero trabajan la dispersion en histogramas y graficos del tronco, en el segundo
se centran en diagramas de barras e histogramas. El objetivo de ambos estudios es el
estudio de la dispersion sobre los graficos. En el segundo de ellos indicaban.

Si bien la dispersion se manifiesta de manera diferente en los tipos de graficos en general,
nuestra eleccion de los graficos es particularmente pertinente porque sus similitudes
visuales a menudo resultan en los lectores a no distinguir entre ellos, lo que agrava las
dificultades de percibir la dispersion. Los estudiantes tienden a encontrar estos tipos de
graficos en ambientes algo diferentes. Los graficos de barras de valores y los graficos de
barras de distribucion se ven en las aulas de educacion primaria cuando se presentan las
presentaciones graficas por primera vez. Siguen apareciendo a lo largo de los cursos de
primaria y secundaria aun cuando se introducen representaciones graficas mas
sofisticadas. Los histogramas y los graficos de barras se encuentran entre los graficos mas
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frecuentes en las clases introductorias de estadistica. Fuera de la escuela, se encuentran
comunmente graficos de tiempo, otros graficos de barras de valores y graficos de barras
de distribucion en los medios. Los estudiantes que no han tenido una experiencia
adecuada diferenciando entre tipos de graficos, debido en parte a los diferentes ambientes
en los que generalmente se encuentran, pueden encontrar especialmente dificil
conectarlos con los datos y juzgar (o comparar) la dispersion apropiadamente. (Cooper y
Shore, 2010, p.12)

Si se centra la atencidn sobre la construccion de algin diagrama en particular, uno

que llama la atencién es el diagrama de caja, que a través del uso de diferentes

estadisticos permite comparar muestras y/o conjuntos de datos. El diagrama lo ided

Tukey (1977) y se basa para su construccion en el célculo de los cuartiles y los valores

maximo y minimo del conjunto de datos. La forma de realizarlo y un breve andlisis de las

posibilidades que aporta en secundaria lo podemos encontrar en Batanero, Estepa, y

Godino (1991), ademés de una breve revision del software que se puede emplear para su

ensefianza. Otro articulo en la misma linea, pero algo posterior es el de Minnaard,

Minnaard, Rabino, Garcia, y Moro (2002) que apoyaban la ensefianza mediante graficas

ya que,

La utilizacion de las graficas ayuda a los alumnos no solo a aprender los contenidos
conceptuales, sino a construir los procesos mediante los cuales se puede acceder a la
cultura. La grafica, tiene como finalidad aclarar o facilitar la comprension del texto que la
acompaiia, por lo cual favorece un mayor aprendizaje. Se debe tener en cuenta que las
graficas no son meramente decorativas. Deben estar integradas al texto que acompaiian.
(p.5, aptdo. Conclusion, parr. 1-2)

Pero el estudio mas interesante es el de Pfannkuch (2006), en dicho articulo,

ademads de recoger todo el estudio previo sobre diagramas de caja plantea un disefio de

investigacion — accion, llevado a cabo por una profesora con 12 afios de experiencia en

una escuela de chicas, para los niveles equivalentes a 4° de ESO, que como indica es
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donde se introduce el estudio del diagrama de caja. En el articulo se analizan dos de las

tres clases en las que se trabaja el diagrama de caja, en la primera sesion se introduce y

explica el diagrama de caja para comparar distribuciones de datos y se les asigna como

tarea realizar varios ejercicios del libro de texto sobre este tipo de grafico y el grafico del

tronco. En la segunda sesion se trabajo sobre la interpretacion de los diagramas de caja.

El anélisis posterior se basa en como se trabajan los diez elementos del razonamiento

sobre diagramas de caja que se muestran en la figura 41.

ELEMENTS OF REASONING
1. Hypothesis Compares and reasons about the group trend.
generation

2. Summary Compares equivalent five-number summary points. Compares
non-equivalent five-number summary points.

3. Shift Compares one box plot in relation to the other box plot and
refers to comparative shift.

4. Signal Compares the overlap of the central 50% of the data.

5. Spread Compares and refers to type of spread/densities locally and
globally within and between box plots.

6. Sampling Considers sample size, the comparison if another sample was
taken, the population on which to make an inference.

7. Explanatory Understands context of data, considers whether findings make
sense, considers alternative explanations for the findings.

8. Individual case | Considers possible outliers, compares individual cases.

MODERATING ELEMENTS OF REASONING

9. Evaluative Evidence described, assessed on its strength, weighed up.

10. Referent Group label, data measure, statistical measure, data attribution,
data plot distribution, contextual and statistical knowledge.

Figura 41. Modelo de razonamiento sobre comparacion con diagramas de caja. (Pfannkuch, 2006,

p-33)

En estos diez elementos tenemos en primer lugar la generacion de una hipdtesis,

es un paso previo al andlisis y es en lo que se fijard en alumno cuando realice el
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diagrama, en segundo lugar, se hace el calculo de los estadisticos y se comparan, en
tercer lugar, se realiza la comparacion entre diagramas, en el cuarto se centra la atencion
en la comparacion del recorrido intercuartilico, en el quinto paso se analiza la dispersion,
comparando los rangos y los recorridos intercuartilicos, en el sexto escalén se comparan
los tamafios de las muestras, ya que también afectan a las conclusiones que se pueden
obtener. En el octavo paso se estudian los valores atipicos y se comparan. En los pasos
nueve y diez se generan las conclusiones y se indican los nimeros y el contexto que han
llevado a dicho razonamiento.

Algunas de las conclusiones sobre el analisis de la dispersion en este estudio
indican que los alumnos siguen teniendo dificultad en entender completamente lo que
hacen,

En elemento del razonamiento acerca de la dispersion por parte de la profesora, dos
comparaciones son evidentes: comparar las densidades entre bloques de una caja y
comparando las densidades entre los bloques de las dos cajas. Dicha discusion no fue
clara para los estudiantes, ni entendieron como la comparacion de las dispersiones les iba
a ayudar a hacer una inferencia. (Pfannkuch, 2006, p.41)

Por tanto, cuando se trabaja con los graficos de caja habrd que centrar mas la
atencion es este tipo de puntos débiles.

Para acabar este apartado se incluye también un trabajo que es consecuencia del
trabajo de esta tesis, en este caso Del-Pino y Estepa (2017) que centran la atencioén sobre
los diagramas de caja observan que la presentacion de dicho contenido en libros de textos

es bastante pobre y en ocasiones inexistente, cuando en el curriculum es preceptiva



Los limites de mi mundo son
los limites de mi lenguaje.
Ludwig Wittgenstein.

Capitulo 5
Marco tedrico y definicion del problema

5.1. Introduccion

En el capitulo 3 se mostraban diferentes marcos teéricos que podian ser utiles
para el andlisis de libros. En esta tesis se va a emplear el Enfoque Onto-Semidtico (EOS)
por su potencia para analizar objetos y significados emergentes de sistemas de practicas,
lo que nos va a permitir analizar los libros de texto y ademas plantear los posibles
conflictos semioticos que se generan.

Para comenzar Godino (2010) se plantea el analisis del significado ya que como
afirma

...el 'significado' "es uno de los términos mas ambiguos y mas controvertidos de la teoria
del lenguaje" (Ullmann, 1962, p. 62). En el texto clasico The Meaning of Meaning,

Ogden y Richards (1923) recogieron no menos de diecisiete definiciones de 'significado’

(Godino, 2010, p.4)

Dada la complejidad del significado para tratar de solucionarlo, Godino (2010)
propone una “reflexion ontoldgica y epistemologica sobre la génesis personal y cultural
del conocimiento matematico y su mutua interdependencia.” (p. 3)

El significado tiene un especial papel en la Didactica de las Matematicas. Sin
embargo, es dificil de estudiar, la dificultad del estudio semidtico del término se

incrementa debido a los diferentes objetos matematicos (situacion — problema, conceptos,

argumentaciones, ...) y usos de lenguaje (escrito, oral, algebraico, graficos, ...)
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Hablando de forma muy general, se presentan dos posturas frente al estudio del

significado como muestra Godino (2010):

la tendencia "analitica" o "referencial", que intenta apresar la esencia del significado
resolviéndolo en sus componentes principales, y la tendencia "operacional", que estudia
las palabras en accion y se interesa menos por qué es el significado por como opera,
como se usan los medios de expresion y comunicacion. (p. 4)

Siguiendo esto plantea las indicaciones de Kutschera, el cual distingue dos

categorias de teorias del significado:

Realista: Conciben el significado como una relacion convencional entre
signos y entidades concretas o ideales que existen independientemente de
los signos lingtiisticos.

Pragmatica: Wittgenstein en 1953 publico en el Philosophical
Investigation (péstumamente) una interpretacion totalmente diferente de la
teoria del significado, aunque ya antes se habia dado la definicion
operacional de algunas magnitudes como la longitud o el tiempo. En esta
definicion vemos que el significado de una magnitud lo da el uso que
hacemos de ella. Dentro de esta teoria del significado se resalta el caracter
instrumental del lenguaje. Las dos ideas fundamentales de esta teoria son:

o El significado es contextual.

o Las entidades abstractas no son observables, pero si su uso
lingliistico, a partir de éste se puede deducir el significado de
objetos abstractos. Para Wittgenstein una palabra se hace
significativa cuando se usa y no necesariamente porque represente

una realidad.
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Sin embargo, se pueden entender ambas teorias como complementarias, por una
parte, la teoria realista se corresponde con una vision platonica de los objetos
matematicos. Segiin Platon, todos los entes tienen una dimension o existencia real en el
mundo de las ideas, por ejemplo, una circunferencia que se define como el conjunto de
puntos del plano que equidistan de uno interior dado, no tiene una existencia en el mundo
sensible, sino que hay objetos como un plato, la vista terrestre de la luna o un tambor que
recuerdan a esa figura que existe en lo que ¢l llama “kosmos noet6és” o mundo de las
ideas. De estas cuestiones escribe Platon en diversos pasajes del Filebo, la Republica, el
Fedon, etc., ... Godino (2010) lo define asi

el platonismo en matematicas se puede definir como la conjuncion de las siguientes tesis:

1) Existencia (existen objetos matematicos; las sentencias y teorias matematicas

proporcionan descripciones verdaderas de tales objetos); 2) Abstraccion (los objetos

matematicos son abstractos, esto es, entidades no espacio-temporales); 3) Independencia

(los objetos matematicos son independientes de agentes inteligentes y de su lenguaje,

pensamiento y practicas). (p. 7)

Por supuesto esta teoria filosofica ha sido criticada y defendida por numerosos
filésofos de todos los tiempos, las principales criticas son las ejercidas por Wittgenstein y
por Lakatos, contraproponiendo una definicion pragmatica del significado que
apoyandose en Kutschera “es mucho mas satisfactoria”.

Por tanto, existen dos teorias que desde fuera parecen opuestas sobre el
significado, sin embargo, este dilema lo soluciona Ullmann como explica Godino
afirmando que la teoria pragmatista complementa a la realista, de manera que la inica

forma de averiguar el significado de una palabra es estudiando su uso, una vez que se ha

hecho esto se puede pasar a la fase “referencial” para formular el o los significados
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encontrados. Asi define las dos teorias como dos fases de una teoria unica,
comparandolas con la relacion entre la lengua y el habla.

Este modelo sirve de referencia al enfoque ontosemidtico del conocimiento
matematico, en este modelo como indica Godino (2010),

el significado comienza siendo pragmatico, relativo al contexto, pero existen tipos de

usos que permiten orientar los procesos de ensefianza y aprendizaje matematico. Estos

tipos de usos son objetivados mediante el lenguaje y constituyen los referentes del 1éxico

institucional. (p. 9)

Se observa pues, que hay un andlisis ontologico y semiotico del significado, esto
se repite también para el objeto matematico, de esta manera se sienta la base para un
analisis ontoldgico — epistemologico y a la vez semiotico de la Educacion Matematica.
5.2. Planteamiento del EOS.

Dentro de las posibles formas de poder plantear el Enfoque Ontosemidtico (EOS
de aqui en adelante) una opcion es usar un planteamiento aglutinador sobre un eje radical,
hay varias opciones para hacerlo y una de las que mas presencia tiene en la bibliografia es
el desarrollo temporal, también se pueden analizar conceptos en general, sin embargo en
esta tesis se presenta un nucleo aglutinador para todo el enfoque, que es el andlisis
didactico, cada uno del resto de conceptos son, o bien pasos del andlisis, o conceptos que
cuelgan de las ramas de ese arbol cuyo tronco es el analisis didactico. Por ello se muestra

al inicio el andlisis didéctico y después se describen los conceptos intervinientes en cada

uno de los pasos del andlisis.
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5.3. Niveles de analisis didactico de los procesos de estudio matematico.

La Didactica de las Matematicas tiene como uno de sus objetivos el de orientar al

profesorado sobre su actuacion en el aula, para ello se debe de tener una herramienta que

permita un analisis y reflexiébn sobre situaciones de ensefianza — aprendizaje que se

propongan o que se implementen en el aula. Con estas herramientas se puede analizar qué

estd sucediendo y porqué y también que se puede mejorar (Font, Planas, y Godino, 2010)

En el EOS esta herramienta es el analisis didactico.

5.3.1. Niveles del analisis.

En diversos trabajos del EOS, por ejemplo, los que versan sobre dimension

normativa y para introducirla como D’Amore, Font, y Godino (2007) o Godino, Font,

Wilhelmi, y De Castro (2009) se plantean cinco niveles para el andlisis de los procesos de

ensenanza — aprendizaje, estos son:

1.

2.

Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.

Elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.

Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

Identificacion del sistema de normas y metanormas.

Valoracion de la idoneidad didéctica del proceso de instruccion.

Indican (Font et al., 2010) que

estos niveles son el resultado de un trabajo de sintesis tedrica de diferentes analisis
parciales consolidados en el area de Didactica de la Matematica. Por ejemplo, el nivel 4
se propone para integrar aspectos de analisis de normas sociomatematicas desarrollados
por enfoques socioculturales en educacion matematica (Civil y Planas, 2004, Planas y
Civil, 2009, Yackel y Cobb, 1996). Hasta el momento, desde el enfoque ontosemiotico se

han realizado analisis didacticos a episodios de aula, pero no se han aplicado
conjuntamente todos los niveles anteriores a un mismo proceso de instruccion. Por
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ejemplo, en Godino, Font y Wilhelmi (2006) se han aplicado parcialmente los niveles 1y
2 al estudio de una leccion de un libro de texto sobre los conceptos de suma y resta. En
Font, Godino y Contreras (2008) se han aplicado los niveles 1 y 2 al analisis de una tarea
de aula para justificar la derivada de la funcion f(x) = x°. En Godino, Bencomo, Font y
Wilhelmi (2006) se ha aplicado el nivel 5 a una sesion de clase para la ensefianza de la
nocion de funcién con estudiantes de primer curso de una escuela de ingenieria. (p. 91)

5.3.2. Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.

Este andlisis se aplica, sobre todo, a la planificacion y a la implementacion de un
proceso de estudio estudiando las practicas matematicas del proceso, ademds puede
descomponer el proceso de estudio en bloques y describir las practicas realizadas para
cada uno y finalmente describe una configuracion epistémica global que determina las
practicas planificadas y realizadas. (Godino, Font, y Wilhelmi, 2008)

A través de este analisis se pretende dar respuesta a preguntas como qué
problemas y practicas se realizan en el proceso, como se secuencian, qué objetos
intervienen, cudles son previos y cuales emergentes.

En el aprendizaje de las matematicas hay dos tipos de practicas, una practica
operativa que consiste basicamente en la lectura, produccion de textos y producciones en
la resolucion de problemas; y, principalmente, una practica discursiva que consiste en
reflexionar sobre la practica operativa, en este primer nivel del andlisis se deben
identificar las practicas realizadas.

5.3.3. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.

Para realizar una préctica se necesitan también unos conocimientos matematicos,
estos pueden ser procedimientos, proposiciones, conceptos, por tanto, es cometido de este
nivel identificar estos objetos matematicos.

Este nivel de analisis, por tanto,
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se centra en los objetos y, sobre todo, procesos que intervienen en la realizacion de las
practicas, y también en los que emergen de ellas. La finalidad es describir la complejidad
ontosemidtica de las practicas matematicas como factor explicativo de los conflictos
semiodticos que se producen en su realizacion. (Godino et al., 2008, pp. 29-30)

Como indica Godino et al. (2008), parte de este nivel es también describir la
complejidad onto semiotica de la actividad a realizar, asi se encontrardn respuestas a
posibles conflictos semioticos.

5.3.4. Analisis de las interacciones y las trayectorias didacticas.

En este nivel se analiza fundamentalmente el papel del profesor, es decir, los
recursos, interacciones y secuenciacion que pone en juego para conseguir un aprendizaje
matematico. Ademas, se estudian cudles y de qué tipo son las configuraciones didacticas.

Partiendo de una configuracion didactica se analiza la trayectoria que lleva a una
configuracion didéctica final, dicha trayectoria se divide en subtrayectorias como se

observa en la figura 42.
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Cco
INICIA CTica

TRAYECTORIA
DIDACTICA

Subtrayectorias:

Docente M Discente

'
Epistémica, cognitiva, afectiva
instruccional (docente, discente
mediacional)

figuracion instruceronal

Figura 42. Interacciones didacticas (Godino, 2014, p.30)

5.3.5. Identificacion del sistema de normas y metanormas.

El proceso de ensefianza — aprendizaje de las matematicas no es un hecho que
ocurra aislado de la sociedad, si no que se produce en ella, de hecho, se puede considerar
el aula de matematicas una pequefia sociedad, donde se dan las relaciones tipicas de
cualquier sociedad. De este hecho se percaté Brousseau y por eso postuld el contrato
didactico, que tan util ha sido a lo largo de los afios. Dentro del EOS el contrato didactico
parecid insuficiente para tratar todas las relaciones que se dan en el aula y se amplid
introduciendo lo que se conoce como dimension normativa de los procesos de estudio.
Las normas y metanormas que se dan en el proceso de ensefianza-aprendizaje es lo que se

analiza en esta etapa del analisis.
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En este momento se estudian las normas que condicionan la configuracién
didactica y se intentara explicar por qué el sistema didactico funciona como lo hace
(Godino et al., 2008).

5.3.6. Idoneidad didactica.

Todo el analisis realizado hasta ahora tiene un objetivo y es identificar los puntos
débiles y posibles mejoras del proceso de instruccion. Se proponen seis criterios para la
idoneidad didactica: epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, emocional y
ecoldgica. Conociendo la idoneidad de cada criterio se obtendra la idoneidad total, sin
embargo, es complicado tener un equilibrio entre las seis idoneidades parciales.

5.4. Significado institucional y personal de un objeto matematico. Sistemas de
practicas

Una vez estudiado el andlisis didactico, se analizardn los pasos uno y dos del
analisis. En primer lugar, se trabajara sobre el concepto de sistema de practicas, mas tarde
el de objeto matematico y el de institucion en el EOS. Al plantearnos esta cuestion lo
primero que se debe cuestionar es qué se entiende por significado, ya en la introduccion
de este tema se han abordado las dificultades con las que se encontraron los autores de
este marco tedrico al plantearse los fundamentos y los dos aspectos, definiciones o teorias
como las llamaba Kutschera del significado el realista y el pragmatista.

Para analizar el significado, se parte de la psicologia general, del tridngulo de

Odgen que se puede ver en la figura 43.
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A

k\ A: s1gno
\ B: concepto (referencia)
P C: sigmficatum (referente)
4

B C

Figura 43. Triangulo de Odgen.

En la figura 24 se observa la relacion entre un signo A y su referente C pasa por
un concepto B. En el caso que se quiere estudiar A seria una expresion matematica, B el
objeto matematico que corresponde a una expresion y C el significado del objeto, pero no
se conoce cudl es la naturaleza de los objetos matematicos ni de su significado més en
concreto.

Para aclarar la situacion se va a definir, antes de hablar de los condicionamientos
de éste, qué se entiende por objeto matematico, para ello se va a emplear la teoria
pragmatica para describirlo.

Para comenzar, Godino y Batanero (1994) describen la concepcion de
Matematicas que se va a emplear en el EOS.

El punto de partida de nuestra teorizacion es la formulacion de una ontologia de los
objetos matematicos que tiene en cuenta el triple aspecto de la matematica como
actividad de resolucion de problemas, socialmente compartida, como lenguaje simbdlico
y sistema conceptual logicamente organizado, pero también la dimension cognitiva
individual. (p. 332)

Esto quiere decir que en el marco teodrico se tienen en cuenta tres elementos como

fundamentales, un marco en el que se resuelven problemas (1) y que tiene un lenguaje
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especifico con el que nos comunicamos (3), a esto se le llamara sistema de practicas y un
lugar donde compartir las practicas socialmente (2) al que se le llamara institucion, pero
estos elementos no sélo se comparten en una institucion, sino que como se vera un poco
mas adelante también tienen su aspecto personal.

5.4.1. Sistema de practicas.

Godino y Batanero (1994) definen objeto matematico de una manera previa de la
siguiente manera

los objetos matematicos deben ser considerados como simbolos de unidades culturales,
emergentes de un sistema de usos ligados a las actividades de resolucion de problemas
que realizan ciertos grupos de personas y que van evolucionando con el tiempo. En
nuestra concepcion, es el hecho de que en el seno de ciertas instituciones se realizan
determinados tipos de practicas lo que determina la emergencia progresiva de los
"objetos matematicos" y el que el "significado" de estos objetos esté intimamente ligado a
los problemas y a la actividad realizada para su resolucion, no pudiéndose reducir este
significado del objeto a su mera definicion matematica. (p. 330)

Se ir4 desarrollando el apartado de manera que se pueda definir mediante el uso el
significado de los objetos matematicos.

Antes que Godino, Chevallard, (1991a) defini6 objeto matemdatico como

un emergente de un sistema de practicas donde son manipulados objetos materiales que
se desglosan en diferentes registros semioticos: registro de lo oral, palabras o expresiones
pronunciadas; registro de lo gestual; dominio de la inscripcion, lo que se escribe o dibuja
(grafismos, formulismos, célculos, etc.), es decir, registro de lo escrito. (p. 8)

Sin embargo, el concepto importante para Chevallard no es la nocion de objeto

matematico sino la relacion al objeto. Para estudiar los tipos de relaciones a los objetos

antes se necesitan comprender algunas ideas previas:
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e Problema: Godino se apoya en las definiciones de Lester o Simon para describir
lo que se entiende por problema que se podria definir como una situacion en la
que hay que realizar una tarea que no tiene una solucidn sencilla y para la que se
necesita un algoritmo, pero que se sabe reconocer cuando acaba con algln tipo de
mecanismo. Al mecanismo de la resolucion de un problema le llama Freudenthal
matematizar, aunque este autor lo lleva mas alld “matematizar es un proceso que
continda tanto tiempo como el que la realidad cambia, ampliando y profundizando
bajo multitud de influencias, incluyendo las matematicas, que a su vez son
absorbidas por la realidad cambiante” (Freudenthal, 1991, p.30) Godino, sin
embargo, propone introducir el concepto de practica para resumir las
caracteristicas de la actividad de matematizacion.

e Practica: “Llamamos practica a toda actuacion o manifestacion (lingiiistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas.”

(Godino y Batanero, 1994, p.333) A esto es a lo que Chevallard llamaba praxema

y que define como “objetos materiales ligados a las practicas.” (Chevallard,

1991a, p.8)

Para cada persona se pueden asociar un sistema de practicas caracteristicas.

Como se ha mostrado antes la nocién de practica esta relacionada con la de

problema, normalmente una persona cuando trata de resolver un problema no lo hace

linealmente, sino que utiliza el método de ensayo error, dando lugar a procedimientos que
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no llevan a la soluciéon y que, por tanto, se abandonan, asi surge la necesidad de definir
las practicas significativas.

Diremos que una practica personal es significativa (o que tiene sentido) si, para la
persona, esta practica desempefia una funcion para la consecucion del objetivo en los
procesos de resolucion de un problema, o bien para comunicar a otro la solucion, validar
la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas.” (Godino y Batanero, 1994,
p.334)

Esta definicion de practica significativa exige organizacion, es decir, una practica
es significativa cuando se realiza para conseguir un fin determinado y se hace
conscientemente.

En la figura 44 se muestra la emergencia de una practica caracteristica

significativa.

PRACTICA PROTOTIPICA SIGNIFICATIVA
F Funcion (finalidad)

!

P Tipo de practica

P, P, n

Figura 44. Practica prototipica significativa. (Godino y Batanero, 1994, p.334)
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Muchas practicas matematicas son compartidas por grupos de personas que tienen
interés en resolver los mismos problemas matematicos y que la sociedad los reconoce
como institucion, sin embargo, las matemadticas no son s6lo personales, sino también
sociales, en el aspecto de que normalmente se aprenden en grupo y cuando se investiga o
resuelven problemas se comparten los resultados con los demas.

Godino y Batanero (1994) nos proponen la siguiente definicion de institucion,

una institucion (I) estd constituida por las personas involucradas en una misma clase de

situaciones problematicas. El compromiso mutuo con la misma problematica conlleva la

realizacion de unas practicas sociales compartidas, las cuales estan, asimismo, ligadas a

la institucion a cuya caracterizacion contribuyen. (p. 334)

Como ejemplos de instituciones matematicas se pueden citar a las personas
comprometidas con la resolucion de problemas, profesores de matematicas o los
matematicos, también es una institucion bajo esta definicién una clase de matematicas,
donde todos, profesor y alumnos, estan involucrados en una tarea comun de ensefanza —
aprendizaje de matematicas. Asi dentro de cada institucion las practicas son diferentes
para conseguir la resolucion del campo de problemas en cuestion. Esto da pie a definir lo
que es un sistema de practicas institucional asociado a un campo de problemas, asi segiin
Godino y Batanero, (1994) este sistema “esta constituido por las practicas consideradas
como significativas para resolver un campo de problemas C y compartidas en el seno de
la institucion L. p. 335).

Ejemplos de estos sistemas de practicas son representaciones simbolicas,

definiciones, argumentaciones, demostraciones, etc...
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5.4.2. Objetos institucionales y personales.

Como consecuencia de las practicas realizadas en la resolucion de problemas
emergen los objetos, Godino y Batanero (1994) plantean un ejemplo de problema del que
surge el objeto media. Consiste en medir una cantidad desconocida, debido al error de
medida intrinseco del aparato (por ejemplo, un goniometro que se mueve X° tendrd un
error X, por lo tanto, la medida sera X + x °) tendra una dispersion de medidas, pero, ;cuél
es la correcta? No hay nada que indique que una es mejor que otra, asi emerge el
concepto de media, que no serd mas que la suma de todas las medidas divididas por el
namero de estas. Este objeto, segun indican Godino y Batanero (1994)

emerge progresivamente del sistema de practicas socialmente compartidas, ligadas a la

resolucion de cierto campo de problemas matematicos. De acuerdo con Morin (1977), la

nocion de emergencia significa que los productos globales de las actividades que forman
un sistema disponen de cualidades propias, las cuales retroactian sobre las actividades

mismas del sistema del que se vuelven inseparables. (p. 335)

Como se ha advertido anteriormente, las practicas son caracteristicas de la
institucion, asi pues, los objetos tendran esa misma cualidad también ya que emergen de
un sistema de practicas concreto, por tanto, el objeto serd relativo a una institucion y
Godino y Batanero (1994) lo define de la siguiente manera: “es un emergente del sistema
de practicas sociales asociadas a un campo de problemas, esto es, un emergente de Pi(C).
Los elementos de este sistema son los indicadores empiricos de Or” (p. 336).

Los objetos institucionales emergen progresivamente y se van haciendo un lugar

en la institucion, una vez que lo han conseguido no se queda asi, van evolucionando de

manera que también se va ampliando su campo de problemas, de esta manera el objeto
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media cada vez ha ido respondiendo a mas problemas de distinta indole. Cuando un
objeto institucional surge en una institucion matematica el objeto entonces recibird el
nombre de objeto matematico (Godino y Batanero, 1994).

Pero no sélo existen objetos institucionales, ya que en muchas ocasiones es un
sujeto, una persona individual quien estd aprendiendo y quien crea un nuevo concepto,
por tanto y con relacion al sujeto se puede definir paralelamente un sistema de practicas
personal que

esta constituido por las practicas prototipicas que una persona realiza en su intento de

resolver un campo de problemas C. Representamos este sistema por la notacion Py(C)” y

un objeto personal que “es un emergente del sistema de practicas personales

significativas asociadas a un campo de problemas, esto es, un emergente de P,(C)

(Godino y Batanero, 1994, p. 337).

5.4.3. Significado institucional y personal de un objeto.

Como se ha mostrado hasta ahora, el objeto emerge de un sistema de practicas
determinado, y la descripcion del objeto que se hace mediante esas practicas se puede
considerar su descripcion, hay que recordar que al inicio de este apartado se dijo que se
consideraria el aspecto pragmatico del significado, asi lo muestran Godino y Batanero
(1994) apoyandose en Vergnaud y mas tarde lo especifican mas claramente “coincidimos
con este autor en que el significado de los objetos matematicos debe estar referido a la
accion (interiorizada o no) que realiza un sujeto en relacion con dichos objetos.” (p. 337)
Es decir, el significado parece emerger también del sistema de practicas, no sélo el
objeto, de esta manera si un objeto podia ser institucional o personal, es 1d6gico pensar que

lo mismo ocurra con su significado, se puede estudiar si esto pasa con un objeto, ;puede

ser el significado de un objeto institucional? Si se elige el objeto media se observa que
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segun la institucion donde se analice tendréa un significado u otro, por ejemplo en un aula
de primaria no tendré el mismo significado que en una de secundaria, y por supuesto sera
mucho mas profundo en un aula de la licenciatura de Estadistica y en la vida diaria tendra
unas connotaciones diferentes, por tanto parece que su significado depende en gran
medida de la institucion en la que se use, por tanto cabe definir el significado de un
objeto institucional como “el sistema de practicas institucionales asociadas al campo de
problemas de las que emerge Or en un momento dado.” (Godino y Batanero, 1994, p.
338) Como se puede ver, al definirlo de esta manera se hace que el significado dependa
de la institucion, si esta institucion es una institucion matematica (M) entonces se habla
del significado matematico de un objeto, ademas se puede equiparar el significado
institucional de un objeto al sistema de practicas institucional del cual emerge el
susodicho objeto.

De la misma manera que se hacia con el objeto definiendo paralelamente un
objeto institucional y otro personal, dependiendo de si emergia de una institucion o de un
sujeto, se puede hacer también con su significado, siendo la definicion paralela a la
anterior, por tanto, se dice que el significado de un objeto personal es “el sistema de
practicas personales de una persona p para resolver el campo de problemas del que
emerge el objeto Op en un momento dado.” (Godino y Batanero, 1994, p. 338) Teniendo

la misma implicacién que la definicion institucional, pero en el marco personal.
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5.4.4. Tipologia y atributos de los objetos.

Por ahora no se ha hablado de la clase de objetos que se pueden encontrar, asi

pues, como se ha mostrado en el capitulo 2, el curriculum anterior distinguia entre

conceptos y procedimientos a la hora de tratar un contenido (o un objeto concreto), sin

embargo, el EOS amplia esta distincioén con el objetivo de describir mejor los objetos, asi

pues, Font y Godino, (2006) proponen la siguiente tipologia de objetos matematicos

primarios:

Elementos lingiiisticos: son cualquier tipo de expresion oral o no con la que
transmitimos algo (notaciones, expresiones, etc.)

Situaciones — problema: se refiere a cualquier problema, ejercicio o tarea que se
realiza.

Conceptos — definicion: como su propio nombre indica es cualquier definicion
que se introduce (de un objeto, por ejemplo, recta, punto, media, dispersion, etc.)
ya sea mediante una definicion o una descripcion.

Acciones o procedimientos: es la forma de hacer o trabajar un concepto o una
demostracion, etc., ...

Proposiciones: son enunciados que se realizan sobre los objetos, en los cuales se
puede, por ejemplo, definir propiedades de éstos.

Argumentos: con ellos se justifican las deducciones o resultados que se alcanzan.

Si asi se describen mejor los objetos, se puede decir también que estos tienen una

funcionalidad, asi pues, se les pueden dar unos atributos contextuales duales que ayuden
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a entender estas funciones, por tanto, Font y Godino (2006) introducen las siguientes
dimensiones duales para considerarlos:

e Personal — institucional: Este atributo depende de si el sistema de practicas es
compartido en el seno de una institucion, y diremos que el objeto es institucional,
mientras que si el sistema es una persona el objeto es personal, ambas facetas son
necesarias ya que aunque a través de la ensefianza o de compartir experiencias en
una institucion, también se da un proceso de comprension personal al enfrentarse
a un problema o en el seno de una institucion, de esta manera si no se consideran
ambas facetas no se esta teniendo la vision completa del objeto.

e Ostensivo — no ostensivo: Un objeto ostensivo es un objeto publico, que pude ser
mostrado, normalmente los objetos son no ostensivos, es decir, no se perciben por
si mismos, pero se pueden asociar a estos objetos otros que sean ostensivos como
graficos, notaciones, etc... sin embargo, la distincion entre ostensivo y no
ostensivos no estd claramente delimitada por una linea ya que un objeto no
ostensivo puede ser imaginado o estar implicito en el discurso matematico.

e Expresion — contenido: Los objetos pueden ser antecedentes y/o consecuentes de
una funcion semiotica. Los objetos estan relacionados entre si, no son entidades
aisladas, la relacion es mediante funciones semidticas que consiste en una relacion
de una expresion (antecedente) con un contenido (consecuente) establecida por

una persona o institucion con respecto algun criterio de correspondencia.
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e Extensivo — intensivo: Es la relaciéon que se da entre una expresion y su
generalizacion, por ejemplo, la derivada de 3x es 3, que es el caso particular, y /a
derivada de mx es m que es el caso general, de esta manera se hace posible
generalizar.

¢ Unitario — sistémico: los objetos pueden ser estudiados como entidades unitarias o
que deban ser descompuestas. Los objetos unitarios se suponen previamente
conocidos mientras que los sistémicos deben ser descompuestos para ser
analizados.

5.4.5. La institucion clase de matematicas y el problema de la evaluacion.

Los objetos se dan dentro de una institucion (o de una persona), una de las
instituciones de mas interés en el area de la Didactica de las Matematicas es la clase de
matematicas. Asi, en esta institucion particular, el profesor empleard los recursos que
crea convenientes, el inconveniente de esto es que el significado del objeto matematico
puede verse restringido. Ademas, dentro de la institucion hay un elemento de valor, que
es la evaluacidon, que consiste en confrontar el significado del objeto matematico
transmitido con el que el alumno ha adquirido, esto ocurre porque como veiamos en el
apartado anterior los significados varian de una persona a otra y con el tiempo. Asi
Godino y Batanero (1994) definen un interesante concepto que es el de significado de un
objeto para un sujeto concreto desde el punto de vista de la institucion, en este caso sera
el significado del objeto para un alumno bajo la institucion clase de matemadticas, segin

los autores es “el subsistema de practicas personales asociadas a un campo de problemas
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que son consideradas en I como adecuadas y caracteristicas para resolver dichos
problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 339).

A modo de resumen, un sujeto concreto en una institucion obtiene un significado
personal de un objeto personal a partir de un significado y un objeto institucional, esto se
puede denominar comprension del objeto del sujeto. Esta comprension sera tanto mejor si
el sujeto es capaz de utilizarlo correctamente en el sistema de practicas de la institucion
correspondiente, pero esto no ocurre asi siempre, sino que se tienen grados intermedios
entre una comprension nula y una comprension total.

Ya se percibe que este punto es una de las principales dificultades de la
evaluacion, el comprender y el conocer no se pueden responder con un si 0 un no de una
tabla de valoracion, sino que hay muchos grados intermedios y una vez que se acepta este
hecho hay que detenerse a pensar que criterios de evaluacion e indicadores observables y
medibles son los adecuados para hacer una evaluacion correcta. Por suerte las practicas
sociales son observables y permiten mediante un analisis adecuado estudiar el campo de
problemas asociado y el significado institucional y también mediante un analisis
adecuado se pueden estructurar las tareas de las cuales se pueden obtener informacion, a
partir de aqui se puede comenzar a trabajar con estos dos puntos de referencia para
disefiar una evaluacion correcta.

5.4.6. Tipos de significados institucionales y personales.

En consecuencia, como el significado institucional, varia de una institucion a otra,

el significado personal variard de una persona a otra, e incluso, en la misma persona
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dependiendo de su evolucion en la apropiacion del significado de un determinado objeto
matematico. Podemos definir varios tipos de significado institucional y personal que nos
permita relacionar ambos (Godino y Font, 2007).
Los tipos de significados institucionales que se pueden encontrar son:
e Referencial: es el sistema de practica que se utiliza como referencia para elaborar
un significado.
e Pretendido: son todos los sistemas de practicas incluidos en la planificacion.
e Implementado: es el sistema de practicas que, como dice el propio tipo,
implementa el docente.

e [Evaluado: es el subsistema de practicas que se emplea para evaluar el aprendizaje.

Los tipos de significados personales propuestos en el EOS son:

e Global: corresponde a todos los sistemas de practicas personales que el sujeto es
capaz de situar en relacion con un objeto matematico.

e Declarado: son las practicas que expresa el sujeto sean correctas o no desde el

punto de vista institucional.
e Logrado: son las practicas que manifiesta el sujeto y son acordes a las

institucionales.

La relacion entre estos significados se sintetiza en la figura 45.
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Figura 45. Tipos de significados institucionales y personales.(Godino et al., 2006, p.7)

5.4.7. La metafora ecologica.

187

Lo que se ha presentado hasta ahora se puede resumir indicando que los objetos

matematicos y los significados matematicos tienen razén de ser, en cuanto viven en

instituciones y personas, al hablar de ellos como entes vivos se puede destacar la

metafora ecoldgica presentada por Chevallard (1989) y por Morin, (1992). La existencia

de una noosfera (término empleado por Chevallard) como un lugar donde los objetos son

entes vivos retrotrae no sélo a la ecologia y a criterios de supervivencia, persistencia,

existencia, etc... también recuerda el “kosmos noetds” realista de Platén y su mundo de

las ideas, donde estas existian realmente.

Sin embargo, esta metafora, mucho mas alld también ayuda a comprender el

nacimiento, funcionamiento, desarrollo y afianzamiento de los objetos matematicos, y

aun mas, la supremacia de unos frente a otros en segiin qué instituciones.
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Godino (1993) apoyandose en White indica acerca de esa noosfera o habitat de
los objetos

el locus o lugar de la realidad matematica es para White (1983) la tradicion cultural, es

decir, el continuum de conducta expresada por simbolos. Dentro del cuerpo de la cultura

matematica ocurren acciones y reacciones entre los distintos elementos. "Un concepto
reacciona sobre otros; las ideas se mezclan, se funden, forman nuevas sintesis" (White,

1983, p. 274) (White, 1983 a través de Godino, 1993, p. 3)

Por tanto, el héabitat de los objetos debe también mucho a la cultura y esto marcara
la supremacia de algunos objetos sobre otros como se vera mas adelante.

Para utilizar la metafora ecologica hay que entender los objetos como entes vivos
que se relacionan con otros y que tienen un papel dentro de su habitat. De esta manera se
podran responder algunas preguntas como cudl es el lugar de los objetos, si hay
instituciones en las que las matematicas podrian ser mejor utilizadas, las restricciones de
los objetos para expandirse y ocupar otros nichos ecologicos vacios, la
interdisciplinariedad de los objetos (o como se relacionan), si se dan relaciones
ecoldgicas como la simbiosis, el parasitismo y el comensalismo, etc...

Un pequeno analisis ecolégico que se puede hacer es el algoritmo de la suma
empleado en la educacion primaria:

Actualmente se emplea el que podemos llamar algoritmo clasico, ;pero es este el
unico algoritmo de suma? Pues no, existen otros algoritmos como el de sumas por
unidades basicas, suma por reagrupamiento de unidades, algoritmo ABN o el no
algoritmo, o lo que es lo mismo, ensefiar el empleo de calculadora en lugar de un

algoritmo de suma. La primera pregunta que se puede hacer sobre el algoritmo clasico es

si es el algoritmo mas sencillo, y la respuesta es no, entonces ;por qué es el algoritmo
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superviviente de todos estos? Pues cualquier algoritmo es mas fuerte que el no algoritmo
(ensefianza del empleo de la calculadora) por tradicion cultural, se encontraria una fuerte
oposicion por parte de los padres ya que no es concebible que no se ensefie a sumar a los
nifios en el colegio. ;Y con respecto a los otros algoritmos? Pues, aunque hay algunos
algoritmos que son mas sencillos de utilizar este se ha impuesto. Esta historia la cuentan
Chevallard, Gascon, y Bosch (1997) acerca de la suma y la introduccion de los
operadores, o del algoritmo del producto en relacion al clasico y al algoritmo llamado “de
gelosia” desechado por ser demasiado sencillo.

Como se puede observar el algoritmo se ha comportado como un ente vivo en un
nicho ecologico, ;y qué sucede con otros algoritmos? Pues por ejemplo el algoritmo de la
resta estd intimamente ligado al de suma, en una relacion casi parasitaria, aqui podemos
ver las relaciones entre objetos, asi se podria seguir analizando el caso y construir todo el
ecosistema de los algoritmos operacionales de primaria.

5.5. Trayectorias e interacciones didacticas

A continuacion, se va a modelizar la enseflanza — aprendizaje de un contenido
como un proceso estocastico mutidimensional, compuesto por seis procesos: epistémico,
cognitivo, mediacional, emocional, docente y discente con sus correspondientes
trayectorias y estados potenciales.

5.5.1. Configuracion didactica.

Para analizar las trayectorias didacticas se debe partir de una configuracion

didactica inicial y estudiar los caminos que llevan a una configuracion didéctica final, asi
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pues, por cada trayectoria se puede definir una configuracion especifica, se comenzara
pues, definiendo la configuracion didéctica, que serd la unidad primaria para el analisis
didactico, como

la secuencia interactiva de estados de las trayectorias que tienen lugar a propo6sito de una
situacion-problema (o tarea). Una configuracion didactica se compone de una
configuracion epistémica, esto es, una tarea, las acciones requeridas para su solucion,
lenguajes, reglas (conceptos y proposiciones) y argumentaciones, las cuales pueden estar
a cargo del profesor, de los estudiantes o distribuidas entre ambos. Asociada a una
configuracion epistémica habra también una configuracion docente y otra discente en
interaccion (ademas de las correspondientes cognitivas, emocionales y mediacionales). El
docente puede desempefiar las funciones de asignacion, motivacion, recuerdo,
interpretacion, regulacion, evaluacion. El discente puede a su vez desempefar los roles de
exploracion, comunicacion, validacion, recepcion, autoevaluacion (Godino et al., 2006,
p.20).

Se pueden definir las dimensiones de la configuracion:

e Configuracion epistémica: aqui se engloba la tarea y las acciones
requeridas para su solucion como por ejemplo las reglas, las
argumentaciones, etc., ... pueden depender del profesor, del alumno o de
ambos.

e Configuracion docente: son las acciones que realizar el profesor y que se
relacionan con la configuracion epistémica, la motivacion, la
interpretacion, la evaluacion, etc., ... son posibles acciones que puede
realizar el profesor.

e Configuracion discente: son las acciones que realiza el alumno, también se
interrelaciona con la configuracion epistémica, posibles acciones que
puede realizar un alumno son la exploracidon, la comunicacion, la

autoevaluacion, etc., ...
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A estas configuraciones les corresponden también la cognitiva, la emocional y la
mediacional. La configuracion didactica interacciona con otras configuraciones de la
trayectoria didactica de la que forma parte.

Asi una trayectoria didactica serd el recorrido entre una configuracion didactica
inicial y una final. Para exponer de manera mas sencilla una trayectoria didactica se
descompone en sus seis facetas.

5.5.2. Trayectoria epistémica.

Para hacer un andlisis epistémico de un proceso hay que descomponerlo en
unidades de andlisis para caracterizar los tipos de actividades matemadticas que se
implementan.

Hay seis categorias de entidades primarias que constituyen los sistemas de
practicas:

e Lenguaje: esta unidad aborda los elementos referentes al lenguaje como
notaciones, representaciones graficas, etc., ...

e Situaciones: se define una situacioén o problema con el que trabajar.

e Acciones: se desarrollan los distintos tipos de acciones que permiten
resolver un problema.

e Conceptos: aqui se analizan las definiciones y significados de los objetos
que utilizamos.

e Proposiciones: en esta unidad se analizan las propiedades de los objetos

expuestos anteriormente.
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e Argumentos: en esta unidad se demuestran o argumentan las definiciones
y propiedades expuestas con anterioridad.
Se define la trayectoria epistémica como la distribucion en el tiempo de estos seis
componentes. Como indican Godino et al. (2006)

el analisis de la trayectoria epistémica de un proceso instruccional permitira caracterizar

el significado institucional efectivamente implementado y su complejidad onto-semidtica.

Para analizarla, su desarrollo o cronica sera dividido en unidades de analisis de acuerdo a

las distintas situaciones-problemas (o tareas) que se van proponiendo. Llamaremos

configuracion epistémica al sistema de objetos y funciones semidticas que se establecen

entre ellos relativos a la resolucion de una situacion-problema (p. 9).

Por tanto, se entiende el andlisis de la trayectoria epistémica siempre dentro de un
problema, el cual se subdivide en pequenias tareas que facilitardn el andlisis de la
trayectoria, siendo la configuracion epistémica la relacion onto-semiotica que se da entre
las tareas.

5.5.3. Trayectoria cognitiva.

Como se indicaba en el apartado 5.4, los conocimientos del alumno se denominan
en el EOS con el nombre de significado personal y estos “son concebidos, al igual que los
significados institucionales, como los "sistemas de practicas operativas y discursivas" que
son capaces de realizar los estudiantes a proposito de un cierto tipo de problemas.”
(Godino etal.,, 2006, p.18) Estos significados personales van formandose y
evolucionando, es decir, construyéndose durante todo el proceso, asi se puede definir la
trayectoria cognitiva como de construccion en el tiempo de esos significados personales,
partiendo del significado personal que el alumno tenia antes de comenzar el aprendizaje.

Es muy dificil caracterizar esta trayectoria, ya que depende de cada persona, seria

necesario hacer una evaluacion inicial y seguir todo el proceso a través de pequefios tests,
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entrevistas o andlisis sistematicos, ya que normalmente lo que se puede observar es la
participacion del alumno y esto no da suficiente informacion.

5.5.4. Trayectoria mediacional.

Pero un proceso de estudio no esta solamente integrado por el contenido
matematico y los estudiantes. También, durante el proceso de ensefianza — aprendizaje se
utilizan diferentes recursos y medios que deben de servir para ayudar en la consecucion
del aprendizaje, tradicionales como la pizarra o los libros de texto, y mas innovadores
como el uso de ordenadores, calculadoras, pizarras digitales interactivas (PDI), etc., ... el
uso de herramientas TIC permite centrarse, a menudo, mas en la modelizacion que en el
calculo mediante algoritmos, de esta manera se fomentan los contenidos procedimentales,
ya que a los contenidos hay que darle el triple enfoque de conceptuales, procedimentales
y actitudinales, de esta manera se da mas peso al segundo enfoque, pero sin perder nunca
de vista el primer aspecto, que es el conceptual.

5.5.5. Trayectoria docente.

En una unidad didictica una de las tareas del profesor es secuenciar las
actividades, a esta secuencia se le llama trayectoria docente (Godino et al., 2006). Al
igual que el resto de trayectorias, cuando se centra en una situacion — problema se le
llamara configuracion docente que estd asociada a la configuracion epistémica, ademas se
pueden categorizar las acciones del profesor. Se definen las seis funciones docentes

siguientes:
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Planificacion: es la funcidon mas importante, es en la que se seleccionan los
contenidos en funcién de los objetivos, hoy dia el estado fija los objetivos
y contenidos a través de Real decreto y la Junta de Andalucia a través de
un decreto y una orden. Deben responder a la construccion del significado
que se pretende y a la trayectoria epistémica que se realiza.

Motivacion: otra de las funciones del profesor es la de crear buen clima en
el aula y la de estimular a los alumnos con el objetivo de implicarlos al
maximo en el proceso de instruccion.

Asignacion de tareas: la temporizacion, adaptacion y distribucion de tareas
es otra de las funciones docentes, a través de esta también se puede
conseguir realizar la anterior, ya que una eleccion y distribucion adecuada
de tareas puede conseguir motivar al alumno.

Regulacion: consiste en utilizar los conocimientos previos del alumno para
readaptar en funcion de ellos la planificacion, también incluye la fijacion
de reglas.

Evaluacion: consiste en observar y valorar el aprendizaje del alumno, la
evaluacion debe ser continua, formativa y criterial, esto quiere decir que
debe realizarse no solo al final del proceso sino al principio y durante este,
al decir que debe ser formativa queremos decir que debe adaptarse la
planificacion para resolver las lagunas que detectemos mediante la
evaluacion, y por criterial se entiende que debe de hacerse en base a unos

criterios objetivos. En la ultima modificacion legislativa ademaés se incluye
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la figura de estandar evaluable de aprendizaje, por tanto, el objetivo es que
todos los alumnos alcancen un mismo nivel y que ese sea el punto de
partida de la evaluacion.

e Investigacion: el profesor debe incitar al alumno a la investigacion y €l
mismo debe reflexionar sobre el proceso para introducir mejoras en la
planificacion a través de su experiencia en el tema concreto.

5.5.6. Trayectoria discente.

Al igual que la trayectoria docente se define como las tareas del profesor en
relaciébn con una configuracion epistémica, se hard lo mismo con la configuracion
discente, pero respecto al alumno, se definira la configuracion discente como el sistema
de funciones y acciones que realizan los alumnos con respecto a una configuracion
epistémica (Godino et al., 2006).

Al igual que en casos anteriores, para analizar la trayectoria discente, ésta se
puede dividir en sub-tareas para hacerlo mas facil:

e Aceptacion: el alumno debe querer aprender tomando una actitud positiva
hacia el aprendizaje y de cooperacion con los compafieros.

e Exploracion: los alumnos deben de investigar y tratar de responder por
ellos mismos los problemas planteados.

e Recuerdo: también deben recordar las reglas ya aprendidas y recordar los

significados y aprendidos.
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e Formulacion: los alumnos deben plantear la solucion a los problemas y
tareas planteadas por el profesor, ya sea a toda la clase o en un grupo de
compaferos.

e Argumentacion: el alumno debe de fundamentar sus soluciones vy
opiniones.

e Recepcion: y también debe ser receptivo a toda la informacion.

¢ Demanda: los alumnos deben preguntar todas las dudas que tengan, ya sea
al profesor o a otros compafieros.

e FEjercitacion: deben de practicar para conseguir resolver con facilidad los
problemas propuestos.

e [Evaluacion: el alumno debe resolver las pruebas de evaluacion propuestas
por el profesor, pero también debe ser critico y ser capaz de autoevaluarse.

La trayectoria discente, pues, es la distribucion de estas tareas realizadas por los
alumnos (Godino et al., 2006).

5.5.7. Trayectoria emocional.

Los alumnos son personas que tienen emociones, por tanto, esta trayectoria es
fundamental, un proceso de instruccion es una tarea que dura en el tiempo durante el cual
se pueden dar diferentes estados de animo y emocionales (interés, compromiso,
autoestima, etc...), a la evolucion de estas emociones se le conoce como trayectoria
emocional (Godino et al., 2006). Es una trayectoria dificil de controlar ya que con la
observacion es muy dificil evaluar las emociones, so6lo se puede intuir el interés en

funcion de la marcha de la clase.
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Es importante tener en cuenta especialmente esta trayectoria en caso de que en el
aula haya presencia de alumnos ANEAE (alumnado con necesidades especificas de
apoyo educativo) como discapacitados, inmigrantes, etc., ... entonces esta trayectoria
resultard determinante para la correcta integracion de este alumnado.

5.5.8. Interacciones didacticas.

Para analizar las interacciones didacticas, previamente se deben trazar las
trayectorias didacticas empiricas del proceso de instruccidon, de esta manera se puede
definir el patrén de interaccion didactica como “cualquier regularidad que pueda
identificarse en las trayectorias didacticas y las configuraciones que las componen”
(Godino et al., 2006, p.27) De esta manera las interacciones se pueden dar tanto dentro de
la configuracion didactica, como de las trayectorias, en realidad todas las configuraciones
y subtrayectorias interaccionan, es decir, a una configuracion epistémica le corresponde
una configuracién docente y discente, que interaccionan entre ellas, de manera que a una
tarea le corresponde una tarea del profesor y una tarea del alumno, de igual forma le
corresponden unos medios para conseguir una buena trayectoria cognitiva y todo ellos no

se puede realizar sin una implicacion del alumno en su propio proceso de instruccion.

5.6. Dimension normativa
En el apartado anterior se ha explicado que hay unas tareas realizadas por el
docente y otras por el alumno, pero que en muchas de ellas ambos trabajan juntos, es

decir, existe una relacién entre ambos y como cualquier relacién estd marcada por unas
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normas de convivencia, pero que en el aula de matematicas seran mas extensas que unas
normas sociales habituales, ya que tanto el profesor como el alumno adquieren unos
derechos y obligaciones por el marco en el que se hallan.

La dimension normativa en el EOS viene a ampliar el concepto de contrato
didactico que la escuela francesa de la mano de Chevallard, Brousseau y otros autores
introducia en las décadas de los 80 y 90. En este apartado se contemplan las diferentes
definiciones de contrato didactico y las ampliaciones que se introducen desde el EOS.

Godino et al. (2009) plantean tres supuestos de partida para analizar la dimension
normativa de los procesos de estudio de las matematicas en Didéctica de la Matematicas:

e Para comprender un proceso de instruccién es necesario comprender las
reglas implicitas y explicitas del proceso ensefianza — aprendizaje.

e FEl objetivo de la dimensién normativa debe ser también mejorar los
procesos para ello se deben fijar también unos criterios de idoneidad
didactica.

e Un criterio de idoneidad didactica es una regla de correccidon que indica
como debe ser un proceso de instruccion, que deben ser consensuadas por
la comunidad cientifica.

Sera de interés en este apartado, tras analizar qué y como se va a ensefiar (objetos,
significados, sistemas de practicas, configuraciones y trayectorias didacticas) saber que
normas regulan el proceso de instruccidén, aunque antes de entrar en materia se presenta

una pequefia revision de los antecedentes de la dimension normativa.
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5.6.1. El contrato didactico en las teorias anteriores al EOS.

Un contrato no es mas que un acuerdo entre partes con un determinado fin,
normalmente tiene una finalidad juridica (contrato de trabajo, de compra — venta, ...)
pero por ejemplo Jean-Jacques Rousseau escribié su obra, El contrato social, en el que
hablaba de un contrato real o hipotético entre el estado y sus miembros. Pero no sélo eso,
también puede ser un contrato entre personas de una sociedad concreta, se pueden
encontrar otros tipos de contrato segin donde se desarrollen, puede ser educativo,
institucional, pedagogico o didéctico. El contrato que se da en una clase de Matematicas
no se corresponde Unicamente a la didactica, sino a los cuatro tipos que se acaban de
nombrar (Godino, Font, Wilhelmi y De Castro, 2009).

Para comenzar, se analiza el contrato didactico en la Teoria de Situaciones
Didacticas. El concepto fue introducido por Guy Brousseau en sus primeros trabajos,
rapidamente se vio la utilidad y la importancia del contrato didactico que establece unas
normas para la relacion entre el alumno, el saber matemadtico y la situacion didéctica.
Cuatro afios después, en 1984, cambia radicalmente la concepcion del contrato didactico
olvidando los calificativos anteriores (bueno, malo, mejor, peor, etc...) convirtiéndolo
casi en un proceso modificable en el tiempo (Brousseau, 1986).

El contrato que presenta Brousseau estd basado en un aprendizaje de tipo
constructivista de las matematicas ya que afirma que este aprende de sus experiencias, en
sus propias palabras “el conocimiento existe y tiene sentido para el sujeto cognoscente

solo porque representa una solucion Optima en un sistema de restricciones.” (Brousseau,
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1986, p.368). Esto funciona porque existe una adaptacion de la matematica cientifica a la

escolar, el profesor debe coger todo lo que sabe y plantear un buen problema que permita

al alumno aprender de forma constructiva.

En el contrato de Brousseau se proponen dos tipos de situaciones: adidacticas, que

es el planteamiento del problema y el conseguir que el alumno lo asuma como propio; y

mas tarde la didactica, que consiste en las instrucciones que se dan (o no se dan) y que

fomentan el conocimiento.

Como se ha indicado anteriormente el contrato es algo vivo y cambiante, esto

sucede porque durante el aprendizaje surgen diversos fendmenos que desvirtian o

empeoran el aprendizaje, entre ellos tenemos:

Efecto Topaze: el ejemplo que se pone clasicamente para ilustrar este
efecto es el del profesor que realiza un dictado con sus alumnos y
observando que cometen muchos errores y no pudiendo darles la respuesta
sobre pronuncia las uves, las bes y remarca las tildes, es decir, baja el
liston, el problema que ocurre aqui es que el conocimiento pretendido
desaparece con lo cual la actividad carece de sentido.

Efecto Jourdain: ocurre cuando se priman los resultados como
comprobantes del conocimiento, aunque no exista dicho conocimiento,
esto ocurre cuando se le da a los alumnos un conjunto de cromos y se le
proponen algunas actividades con ellos y en medio de esto el profesor dice
al alumno “acabas de descubrir un grupo de Klein” cuando este

conocimiento no existe en el alumno.
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e Fenomeno del deslizamiento metacognitivo: consiste en centrar el objeto
de estudio en la forma de solucionar un problema en lugar de las
matematicas en si.

e Fenomeno de abuso de la analogia: ocurre cuando el profesor plantea
problemas andlogos y los alumnos trasladan la respuesta sin comprender
por que.

e Fenomeno del envejecimiento de las situaciones de ensefianza: se produce
al realizar siempre las mismas acciones educativas, el problema es que
esto acaba por aburrir a los alumnos sin embargo las modificaciones se
deben hacer con mucho cuidado, ya que puede ocurrir que no se produzca
un buen aprendizaje.

e Algoritmizacion: con este fenomeno lo que ocurre es que el profesor, para
agilizar la ensefianza, muestra un algoritmo que el alumno repite sin
pensar en lugar de hacer que el alumno busque por su cuenta la solucion.
El problema surge cuando luego el profesor espera creatividad por parte
del alumno y éste a su vez al resolver un problema espera un algoritmo,
dando lugar a confusion.

Otro tipo de contrato social — didactico que se va a analizar en la misma linea es
el propuesto por Chevallard. En sus obras habla de contrato pedagdgico y de contrato
didactico. En primer lugar, define de la siguiente manera el contrato pedagdgico

el contrato pedagogico gobierna entonces los aspectos generales que afectan al entorno
del estudio, es decir, los aspectos no especificos de la obra a estudiar. El contrato
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pedagobgico se parece al sistema operativo de un ordenador — que seria la escuela —, en el
sentido de que posibilita el funcionamiento de distintos programas — los contratos
didacticos — que permiten realizar tareas especificas de estudio. Asi, por ejemplo, el
contrato pedagogico exige del alumno una confianza general en el profesor, en las
decisiones que éste toma, y un respeto a su autoridad. Al mismo tiempo, también exige al
profesor una atencién y una responsabilidad especiales hacia los alumnos y sus
condiciones de trabajo. (Chevallard et al., 1997, p.205).

Mientras que da la siguiente definicion para el concepto de contrato didéctico

asi, en el ambito escolar, son muy importantes las normas que tacitamente, sin

un acuerdo expreso, rigen en cada momento las obligaciones reciprocas de los alumnos y

el profesor respecto al proyecto de estudios que tienen en comun. Se trata de un conjunto

de clausulas que evolucionan a medida que el proceso didactico avanza y que
constituyen una especie de “contrato” denominado contrato didactico.(Chevallard et al.,

1997, p.62). (Las negritas son del autor de la tesis).

Por tanto, como se puede observar, ambas concepciones de contrato didactico son
muy parecidas y evolucionan con el tiempo.

5.6.2. Normas matematicas, sociomatematicas y sociales.

En un aula normalmente se pueden encontrar los siguientes tres tipos de normas
que rigen las relaciones entre profesores y alumnos, las normas matematicas,
sociomatematicas y las normas sociales, y que, generalmente, son no explicitas.

Se pueden citar algunas normas sociales, por ejemplo, deben colaborar unos con
otros, asumir responsabilidades al trabajar en equipo, etc., ... Pero también se tienen unas
normas matematicas, por ejemplo, comprender cuando una demostracion es elegante o
inteligente o cuando la solucién de un problema es eficiente o imaginativa, sin embargo
aunque estas normas pertenecen al ambito matematico se consideran sociomatematicas y

no solo matematicas porque la norma se desarrolla en un contexto social ya que como

Godino et al. (2009) indican “un procedimiento no puede ser valorado como «elegante»
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en si mismo, sino con relacion a unas practicas operativas y discursivas en el seno de una
comunidad o contexto social que sirven de referencia.” (p. 62).

Como se observa, las normas sociales y las sociomatematicas se diferencian en
que las segundas son especificas de la actividad matematica en el aula (u otro contexto
social), Godino et al. (2009) basandose en Yackel y Cobb lo proponen de la siguiente
manera,

existen unas normas sociales que rigen una discusion y un intercambio de argumentos
independientemente de lo que se esta diciendo (una norma social, por ejemplo, es la
necesidad de presentar argumentos diferentes de los que se han presentado hasta ese
momento), junto con el reconocimiento de lo que es matematicamente aceptable,
teniendo en cuenta sobre lo que se estd hablando (una norma sociomatematica, por
ejemplo, es la necesidad de argumentar mediante objetos matematicamente diferentes).
Metodologicamente, tanto las normas sociales generales como las normas
sociomatematicas se infieren al identificar regularidades en los patrones de interaccion
social. (p. 63)

5.6.3. Normas y metanormas.
Hasta ahora se han expuesto las normas y al contrato didactico anteriores al EOS,

pero como sefialan D’ Amore et al. (2007)

para la Teoria de situaciones didacticas (Brousseau, 1997) el tnico medio de “hacer”
matematicas es buscar y resolver ciertos problemas especificos y, a este respecto, plantear
nuevas cuestiones. «El profesor debe por tanto efectuar no la comunicacion de un
conocimiento, sino la devolucion de un buen problema. Si esta devolucion se lleva a
cabo, el alumno entra en el juego y si acaba por ganar, el aprendizaje se ha realizado»
(Brousseau, 1986b, p. 51). De esta manera sintética se describe la parte esencial del
“contrato didactico”, las reglas que deberian seguirse en el disefio e implementacion de
procesos de estudio de las matematicas para lograr un verdadero aprendizaje. La principal
tarea del profesor sera seleccionar “buenas situaciones — problemas” que den sentido al
saber matematico pretendido, procurar su “devolucion” a los estudiantes creando las
condiciones para que éstos se involucren en una verdadera actividad matematica de
resolucion, comunicacion y validacion de las soluciones. (p. 54)
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Pero en las aulas cada dia es més posible encontrar alumnos que no quieran o que
eviten resolver los problemas, ;qué pasa pues en esta situacion? ;donde queda el
contrato? Esto se soluciona a través de las metanormas, que son normas que hacen
alusion a las normas, por ejemplo, cuando se dice que hay una norma que es respetar las
normas (D’Amore et al., 2007)

Las metanormas pueden ser de varios tipos, asi se introducen varias facetas de la
dimensién  normativa, y se pueden encontrar normas metaepistémicas,
metainstruccionales y metacognitivas, en la figura 46 se puede ver un resumen de estas

metanormas.
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5.6.4. Facetas de la dimension normativa de los

matematico.

Las normas se pueden clasificar segtin su origen, el tipo, las facetas o el momento,

como se observa en la figura 47, aunque para el andlisis se va a poner el foco en las

facetas.

procesos
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7

Figura 47. Dimension normativa y tipos de normas. (D’Amore et al., 2007, p.59)

Este es el cuarto paso del andlisis, que depende de los anteriores y que va a

condicionar el ultimo, que es la idoneidad didactica, lo que se estudia en este paso son las

normas que hacen posible el proceso de ensenanza — aprendizaje.

Para Godino en

de estudio
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el EOS resulta especialmente relevante la adaptacion socioldgica de la nocion de «juego

de lenguaje» (Wittgenstein, 1953) desarrollada, entre otros, por Apel (1985) y Habermas

(1987), en la cual la comprension individual es el resultado de la participacion en un

juego de lenguaje cuyas reglas son publicas. «Comprender» consiste en «saber

orientarse» mediante el reconocimiento de las reglas correspondientes. De acuerdo con
este punto de vista, consideramos que no es posible analizar un proceso de instruccion sin

comprender el sistema de normas que lo regulan. (Godino et al., 2009, p.64)

Por tanto, conceptos descritos previamente como el contrato didactico o las
normas sociales y sociomatemdticas son las normas del juego, pero no el objeto de
estudio ya que para ello necesitan una reconstruccion dentro del marco tedrico que
incluya la descripcion de los procesos de estudio de manera que sean un todo como
dimension normativa.

Dentro del EOS se plantean las siguientes facetas:

e Epistémica: Godino et al. (2009) la describen como un conjunto de normas
donde se regulan los contenidos, situaciones, etc., ... de una institucion,
“dicho en la terminologia del EOS, las normas epistémicas determinan las
configuraciones epistémicas y las practicas matematicas que dichas
configuraciones posibilitan” (Godino et al., 2009, p.64). Es decir, las
normas epistémicas son parte de la configuracion epistémica que regula la
practica en una institucion. En el aula, serdn los conocimientos que les
permitan saber qué es un problema, si un problema estd acabado o no, o

cuando una demostracion es valida, las normas epistémicas nos indican

como dicen Godino et al. (2009), qué matematicas deben aprender.
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Cognitiva: En esta faceta se plantean las normas que indican como
aprenden los alumnos y como se les debe ensefar.

Mediacional: Otro elemento importante a analizar son los medios, ya sean
técnicos o temporales. Estos medios deben ser adecuados y el uso de ellos
estar sujetos a unas reglas que el profesor debe conocer. El tiempo estd
practicamente regulado en su totalidad por la legislacion, con lo cual,
aunque su gestion es complicada es totalmente responsabilidad del
profesor. El uso de algunos elementos como la calculadora o el uso de
dedos para el conteo, no estd bien visto socialmente, por tanto, esto
condiciona el proceso de estudio. También son medios los distintos
espacios del centro, como el patio donde se pueden desarrollar ciertos
conceptos métricos o geométricos y que de no permitirse puede limitar el
aprendizaje o el propio libro de texto.

Interaccional: Estas normas rigen las relaciones entre el profesor y los
alumnos. Las interacciones en el aula muchas veces nacen de
interacciones exteriores, como con los padres, los compafieros o
profesores anteriores. Las interacciones mas idoneas en este campo son las
de tipo dialogico y de trabajo grupal. Aun asi, las relaciones en el aula
también estan marcadas por el paradigma educativo que se utilice, asi no
seran iguales las interacciones en una ensefianza constructiva que en una

expositiva.
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e Afectiva: En la ensefianza también es importante la carga emocional, tanto
asi como la motivacion. Asi, en esta faceta se pueden establecer algunas
normas muy genéricas, como la responsabilidad del profesor de motivar a
los alumnos o crear un clima de confianza en el aula. La motivacion
parece estar vinculada a los tipos de problemas que se plantean, que deben
ser interesantes para los alumnos y pertenecer a su campo de intereses a
corto y medio plazo, como indican Godino et al. (2009). Otra regla que se
debe seguir por parte de los alumnos es aceptar la responsabilidad de
resolver los problemas, Godino et al. (2009) sefialan apoyandose en
algunos autores el problema existente con esta norma ya que los alumnos
al no sentirse participes del proceso de construccion y comunicacion de
significados no se sienten responsables de sus propias respuestas “por lo
tanto, en el mejor de los casos, una vez producida una respuesta, se
desvinculan de ella esperando el mensaje de éxito o de fracaso del
profesor” (Godino et al., 2009, p.68). Como se observa esta faceta es la
mas dificil de controlar debido al alto nimero de factores que intervienen.
Pero como conclusion, Godino et al. (2009) plantean que no se debe
sobreproteger a los alumnos, sino que se les debe exigir su responsabilidad
y compromiso con el proceso de ensefianza — aprendizaje.

e Ecologica: Esta faceta hace alusion a las relaciones con el entorno y a la

formacion en valores del alumnado. En matematicas las normas ecologicas
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estan relacionadas con la formacion socioprofesional. Existen programas
especificos como el de Educacion Matematica Critica que estudian la
relacion entre la Educacion Matemadtica y la democracia utilizando las
matematicas como herramienta critica para analizar la sociedad (Godino
et al., 2009), otra 4rea que entra en la faceta ecologica y que se analiza en
el informe PISA es la competencia de los alumnos para aplicar las
matematicas a situaciones de la vida diaria.

5.6.5. Valoracion de las normas.

Hasta ahora se ha analizado la dimension normativa en sus multiples facetas,
ahora bien, las normas son fundamentales porque rigen los procesos de ensefianza ya que
hacen que se regule de cierta manera, pero estas normas no son rigidas, sera necesario un
paso mas en el andlisis didactico que se estudiard en el proximo paso, la idoneidad
didactica, este juicio se puede aplicar también sobre las normas y si no son lo adecuadas
se puede proponer un cambio, las nuevas reglas deben emerger a través de tareas que se
pueden proponer tras analizar la idoneidad de las reglas de cada faceta.

5.7. Idoneidad didactica

Lo primero que se debe plantear es para qué sirve el andlisis didactico. A la
pregunta de para qué se analiza, o se reflexiona, la respuesta es “para mejorar el proceso
de instruccién” eso quiere decir que este paso del analisis toma como referencia los
cuatro anteriores para identificar los potenciales de mejora, se pueden identificar al

menos seis criterios para valorar la idoneidad didactica: epistémico, cognitivo,
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interaccional, mediacional, emocional y ecologico. (Godino et al., 2006)En la figura 48

se pueden ver las relaciones de estos seis criterios.

Eﬁ;ﬁién Recursos técnicos
Comunicacion Tiempo
INTERACCIONAL MEDIACIONAL
(Negociacién) (Disponibilidad)
LY A
AFECTIVA B ECOLOGICA
(Implicacion) N B » (Adaptacion)
Actitudes 4 D
Emociones Sociedad
Motivaciones Escqela
ALTA Curriculo
' v ¢ —
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd)
Acoplamiento »
Participacion
Apropiacion

Figura 48. Componentes de la idoneidad didactica. (Godino, Batanero, y Font, 2012)

5.7.1. Idoneidad epistémica.
En este punto se analiza si las matematicas que se ensefian son una matematica

adecuadas, es decir, se analiza el “grado de representatividad de los significados
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institucionales implementados (o previstos), respecto de un significado de referencia.”
(Godino et al., 2006, p.225).

Como se observa en la definicion, para analizar la idoneidad epistémica se
necesita previamente definir un significado de referencia que se analiza dentro de unas
situaciones — problema que deben, por un lado, ser representativas de las incluidas en el
significado de referencia, y por otro debe permitir contextualizar los conocimientos que
se pretenden ensefiar, de manera que se puedan ejercitar y aplicar a otros problemas
relacionados. De hecho, una alta idoneidad epistémica estara relacionada con la
capacidad de poder generar problemas, de manera que los alumnos puedan hacerse a si
mismos cuestiones y plantear problemas relacionados, es decir, de asumir los problemas
como propios.

El lenguaje debe ser acorde al que se emplee en el significado de referencia y se
intentard que los alumnos se expresen y comuniquen a través de €1, de la misma manera
las definiciones, proposiciones y procedimientos deben ser representativos de los
identificados en el significado de referencia. Con referencia al proceso se debe tener en
cuenta que incluye momentos de generacion y negociacion de normas que se adapten
mejor a las circunstancias, estas normas deben ser explicadas y argumentadas.

Para dar un juicio positivo en la idoneidad epistémica se deben tener en cuenta las
relaciones e interacciones entre todos los elementos citados. En la tabla 7 se detallan los

descriptores de esta idoneidad.
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Tabla 7. Descriptores de la idoneidad didactica.(Godino, 2013, p.119)
Componentes Descriptores
Situaciones- Seleccion de una muestra representativa y articulada de situaciones de
problema. contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.

Propuesta de situaciones de generacion de problemas (problematizacion)

Lenguaje Uso de diferentes modos de expresion (verbal, grafico, simbolico y
conversiones entre los mismos)
Nivel de lenguaje adecuado a quienes se dirige.
Propuesta de situaciones de expresion e interpretacion.

Elementos Definiciones y procedimientos clara y correctamente enunciados
regulativos. adaptados al nivel educativo al que se dirigen.
Presentacion de los enunciados y procedimientos fundamentales del tema
segun el significado de referencia y el nivel educativo.
Propuesta de situaciones para la generacion y negociacion de las reglas.

Argumentos. Adecuacion de las explicaciones, demostraciones y comprobaciones al
nivel educativo al que se dirigen.
Se promueve la validacion.

Relaciones. Relacion y articulacion significativa entre los objetos matematicos puestos
en juego (situaciones, lenguaje, reglas, argumentos) y las distintas
configuraciones en que se organizan.

5.7.2. Idoneidad cognitiva.

Ahora se analiza si lo que se pretende ensenar esta al nivel de los alumnos, y una
vez terminado el proceso, si lo que alumnos han aprendido es lo que se pretendia que
aprendiesen, es decir, si el significado personal del alumno es similar al institucional.
Como ya se indicaba previamente, los significados personales van evolucionando con el
tiempo, se van construyendo, partiendo de un significado inicial alcanzando, a través del
proceso de instruccion, un significado final (que puede ser logrado o aprendido).

Una configuracion didéctica es cognitivamente idonea cuando lo que se ensefia

estd dentro de la zona de desarrollo potencial como la definia Vygotski, es decir, el
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significado institucional debe ser abordable teniendo en cuenta el significado personal
inicial de los alumnos y ademads el significado personal logrado concuerda con el
significado planificado e implementado. La Uinica manera de conseguir evaluar esto es
hacer un seguimiento cercano del alumno, aun asi, habrd puntos como la evaluacion del
significado personal adquirido por el alumno que tendra especial dificultad, al ser muy
dificil de evaluar para todos los alumnos.

Para determinar la idoneidad se necesita una evaluacion inicial de los significados
personales, la existencia de adaptaciones curriculares para que el proceso se adapte a
todos los alumnos y que el significado personal conseguido esté lo més proximo posible
al institucional implementado, de esta manera se presentan en la tabla 8 los siguientes
descriptores para analizar esta idoneidad.

Tabla 8. Descriptores de la idoneidad cognitiva. (Godino, 2013, p.121)

Componentes Descriptores

Conocimientos previos (Se tienen en Los alumnos tienen los conocimientos previos

cuenta los mismos elementos que para  necesarios para el estudio del tema (bien se ha

la idoneidad epistémica) estudiado anteriormente o el profesor ha planificado su
estudio).

Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar (tienen
una dificultad manejable) en sus diversas componentes

Adaptaciones curriculares a las Se incluyen actividades de ampliacion y refuerzo.
diferencias individuales. Se promueve el acceso y el logro de todos los
estudiantes

Aprendizaje. (Se tienen en cuenta los Los diversos modos de evaluacion indican que los
mismos elementos que para la alumnos logran la apropiacion de los conocimientos
idoneidad epistémica: situaciones, pretendidos (incluyendo comprension y competencia):
lenguajes, conceptos, procedimientos, =~ Comprension conceptual y proposicional; competencia
pro- posiciones, argumentos y comunicativa y argumentativa; fluencia procedimental;
relaciones entre los mismos) comprension situacional; competencia metacognitiva.

La evaluacion tiene en cuenta distintos niveles de
comprension y competencia.

Los resultados de las evaluaciones se difunden y usan
para tomar decisiones.
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5.7.3. Idoneidad interaccional.

En este paso se valora si mediante la interaccion del profesor con los alumnos o

entre ellos se ha conseguido que se resuelvan todas las dudas que han planteado.

Se podra determinar una alta idoneidad interaccional cuando “posibilitan que el

profesor y los alumnos identifiquen conflictos semidticos potenciales (a priori), efectivos

(durante el proceso de instruccion) y residuales (a posteriori) y resolver dichos conflictos

mediante la negociacion de significados” (Godino et al., 2006, p.238). Por tanto, un

proceso de instruccion en el que se dialogue, se trabaje en equipo y en el que se potencie

la colaboracion es mas posible que sea idoneo interaccionalmente hablando que uno en el

que las clases sean magistrales y los alumnos trabajen en su casa individualmente, en el

primer caso, el profesor puede, ademads, obtener indicadores de la relacion de los alumnos

con los objetos matematicos y evaluar como modificar su dinamica. En la tabla 9 se

indican los descriptores para evaluar esta idoneidad.

Tabla 9. Descriptores de la idoneidad interaccional. (Godino, 2013, p.123)

Componentes

Descriptores

Interaccion docente —
discente.

Interaccion entre
alumnos.

El profesor hace una presentacion adecuada del tema (presentacion clara
y bien clara, no habla demasiado rapido, enfatiza los conceptos claves
del tema, etc., ...)

Se reconocen y resuelven los conflictos de significado de los alumnos
(se interpretan correctamente los silencios de los alumnos, sus
expresiones faciales, sus preguntas, se hace un juego de preguntas y
respuestas adecuado, etc.)

Se busca llegar a consensos con base al mejor argumento.

Se usan diversos recursos retoricos y argumentativos para implicar y
captar la atencion de los alumnos.

Se facilita la inclusion de los alumnos en la dindmica de la clase y no la
exclusion.

Se favorece el didlogo y comunicacion entre los estudiantes.
Tratan de convencerse a si mismos y a los demas de la validez de sus
afirmaciones, conjeturas y respuestas, apoyandose en argumentos
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matematicos

Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion.

Autonomia. Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen la
responsabilidad del estudio (plantean cuestiones y presentan soluciones;
exploran ejemplos y contra- ejemplos para investigar y conjeturar; usan
una variedad de herramientas para razonar, hacer conexiones, resolver
problemas y comunicarlos)

Evaluacion formativa.  Observacion sistematica del progreso cognitivo de los alumnos.

5.7.4. Idoneidad mediacional.

Ahora se va a evaluar la adecuacién de los recursos, ya sean materiales o
temporales en el proceso de instruccion.

Dependiendo de qué medios se disponga se podra establecer una idoneidad alta
para ciertos elementos, asi pues, si se dispone de un aula de informatica con el programa
Derive instalado para aprender a derivar, serd mas altamente idéneo que uno en el que no
se usen estos materiales, sin embargo, desde el punto de vista temporal, una clase
magistral es altamente idonea, ya que en otros tipos de clases se pierde mas el tiempo
debido a la interaccion que en este tipo de clases. Asi se puede decir que los recursos
materiales que mejor adaptados estén a los significados pretendidos, por ejemplo,
recursos manipulativos o informdticos, son los que se deben priorizar frente a elementos
clasicos. En cuanto al desarrollo temporal, hay que analizar dos aspectos, el desarrollo
temporal en clase (presencial) y el que alumno emplea fuera del aula (no presencial),
ambos deben ser acordes a los objetivos que se pretenden cubrir. En la tabla 10 se

muestran los descriptores de esta idoneidad.
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Tabla 10. Descriptores de la idoneidad mediacional. (Godino, 2013, p.125)

Componentes

Descriptores

Recursos materiales
(manipulativos, calculadoras,
ordenadores).

Uso de materiales manipulativos e informaticos que permiten
introducir buenas situaciones, lenguajes, procedimientos,
argumentaciones adaptadas al significado pretendido.

Las definiciones y propiedades son contextualizadas y
motivadas usando situaciones y modelos concretos y
visualizaciones.

Numero de alumnos, horario y
condiciones del aula.

Tiempo (De ensefianza
colectiva / tutorizacion;
tiempo de aprendizaje).

El ntimero y la distribucion de los alumnos permite llevar a cabo
la ensefianza pretendida.

El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se imparten
todas las sesiones a ultima hora).

El aula y la distribuciéon de los alumnos es adecuada para el
desarrollo del proceso instruccional pretendido.

El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la
ensefanza pretendida

Se dedica suficiente tiempo a los contenidos mas importantes del
tema

Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan mas
dificultad de comprension

5.7.5. Idoneidad afectiva.

Mediante este punto se evalua la implicacion de los alumnos en el proceso de

instruccion, por tanto, un proceso tendrd una idoneidad emocional alta en tanto y en

cuanto favorezca la participacion y motive al alumno.

De esta manera, serd tarea del profesor seleccionar materiales que motiven al

alumno y crear un clima de respeto y confianza en el aula.

En la tabla 11 se muestran los descriptores de la idoneidad afectiva.

Tabla 11. Descriptores de la idoneidad afectiva. (Godino, 2013, p.122)

Componentes

Descriptores

Intereses y necesidades.

Actitudes.

Las tareas tienen interés para los alumnos
Se proponen situaciones que permitan valorar la utilidad de las
matematicas en la vida cotidiana y profesional

Se promueve la participacion en las actividades, la
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perseverancia, responsabilidad, etc.
Se favorece la argumentacion en situaciones de igualdad; el
argumento se valora en si mismo y no por quién lo dice.
Emociones Se promueve la autoestima, evitando el rechazo, fobia o miedo a

las matematicas.
Se resaltan las cualidades de estética y precision de las
matematicas.

5.7.6. Idoneidad ecologica.

A través de este ultimo punto se evalua la adecuacioén del proceso al proyecto
educativo del centro, a la realidad social del centro, etc., ...

También hay que tener en cuenta la relacion del proceso y de los objetos
implementados con otros contenidos ya sea de la misma asignatura o de otra.

Se tendra una alta idoneidad ecoldgica si el significado implementado tiene
relacién con otros significados matematicos, con otros significados no matematicos y
tiene utilidad para el alumno.

En la tabla 12 se presentan los descriptores en los que fijarse para evaluar la
idoneidad ecologica.

Tabla 12. Descriptores de la idoneidad ecologica. (Godino, 2013, p.126)

Componentes Descriptores

Adaptacion al curriculo. Los contenidos, su implementacion y evaluacion se
corresponden con las directrices curriculares.

Apertura hacia la Innovacion basada en la investigacion y la practica
innovacion didéctica. reflexiva.
Integracion de nuevas tecnologias (calculadoras,
ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo.

Adaptacion socio- Los contenidos contribuyen a la formacion socio —
profesional y cultural. profesional de los estudiantes.

Educacion en valores Se contempla la formacion en valores democraticos y el
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pensamiento critico

Conexiones intra e Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e
interdisciplinares. interdisciplinares.

5.7.7. Conclusiones.

Al tener unos criterios de idoneidad se pueden comprender mejor los procesos de
instruccidn, comparar unos procesos con otros, y posibilitan una valoracién de cada uno
de ellos.

Asi pues, se deben entender los criterios de idoneidad, como una posibilidad de
correccion del proceso, con unos criterios que provienen del discurso argumentativo de la
comunidad cientifica (Godino et al., 2006) y como objetivo de un buen proceso de
instruccion.

Por ultimo, hay que tener en cuenta que no son unos criterios cerrados, sino unas
herramientas que mediante la investigacion pueden ser mejoradas y adaptadas a los
diferentes procesos de instruccion.

5.8. Formacion de profesores en el EOS

Hasta ahora se ha presentado una herramienta muy potente para la reflexion sobre
la practica docente, pero no se ha explicado el papel del profesor en este marco teorico,
asi pues, ahora cabe preguntarse acerca de la formacion del profesorado en el EOS.

5.8.1. Competencias para el analisis didactico del profesor de matematicas.

Dentro del ambito de la didactica se emplea con frecuencia el término

competencia sobre todo en su aspecto curricular, donde se habla de competencias basicas,
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competencias profesionales, competencias clave y de ensefiar por competencias, donde el
area de evaluacion ya no es la asignatura, sino la competencia en si. Asi se pueden
describir las competencias como “la facultad de movilizar un conjunto de recursos
cognoscitivos (conocimientos, capacidades, informacion, etc.) para enfrentarse con
pertinencia y eficacia a una familia de situaciones” (Godino y Batanero, 2011, p. 13)

En un profesor la competencia se entenderda como la capacidad para analizar un
proceso de ensefianza — aprendizaje como se ha visto en apartados anteriores, sintetizar
los aportes de la Didactica de las Matematicas y adecuar la planificacion, implantacion y
evaluacion de la practica docente al analisis, ademas debe tener competencia matematica
(es decir, debe conocer su area de ensefianza) y ser capaz de analizar la actividad
matematica (resoluciéon de problemas, etc.) con las herramientas que dispone como el
andlisis didactico.

Una de las tareas fundamentales del profesor es disefar problemas en los que
intervengan varios aspectos de la competencia matemadtica (aritmética, geometria,
algebra, andlisis, etc.) pero no se debe quedar sélo ahi, también deben cumplir los
criterios de idoneidad que se han visto a lo largo del capitulo.

Por tanto, la formacion del profesorado debe tener en cuenta también los
problemas que desarrollen distintos &mbitos de la competencia matemadtica, de otras areas
(conocimiento del medio y sociedad) y que promuevan la articulaciéon entre las
competencias de tipo matematico y didactico. (Godino y Batanero, 2011).

En EOS el modelo de formacion del profesorado abarca la profundizacién en la

competencia matematica y en desarrollar la reflexion sobre la practica a través del



TESIS DOCTORAL

221

JESUS DEL PINO RUIZ

analisis didactico, ambas competencias “pueden y deben ser articuladas. Esta articulacion
la llevamos a cabo apoyados en los presupuestos epistemoldgicos, cognitivos e
instruccionales del marco teérico que denominamos “Enfoque ontosemiotico del
conocimiento y la instruccion matematica” (EOS).” (Godino y Batanero, 2011, p. 28).

Esto muestra que, aunque el EOS parece una teoria epistémica a primera vista,
también aborda la problemadtica cognoscitiva de las matematicas y la formacion de
profesores, convirtiéndola en una teoria muy completa para explicar la Didactica de las
Matematica.

5.9. Complejidad semidtica y conflictos semioticos

Hay dos nociones que van a ser de especial interés en el estudio de libros de texto,
son el de complejidad semidtica y conflicto semidtico.

Godino et al. (2007) definen conflicto semidtico como “cualquier disparidad o
diferencia de interpretacion entre los significados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (personas o instituciones)” (p.133). Es decir, cuando los significados no estan
claros se produce diferencia de interpretacion de estos y por ello surge un conflicto, que
se llama semidtico. En los libros puede ocurrir porque un concepto no esté bien definido
o un procedimiento no esté claramente argumentado.

Como dejan entrever algunos trabajos como Batanero, Arteaga, y Ruiz, (2010);
Contreras y Ordoéinez, (2006) y Arteaga, (2008), la complejidad semiotica esta relacionada
con la complejidad de las funciones semioticas y con la de las relaciones entre objetos y

significados puestos en juego. Godino et al. (2006) relacionan la complejidad con la
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trayectoria epistémica que se sigue “el andlisis de la trayectoria epistémica de un proceso
instruccional ~permitird caracterizar el significado institucional efectivamente
implementado y su complejidad onto-semiotica.” (p. 46).

Definir estas cuestiones para que, cuando se utilicen, estén delimitadas es
importante, pero también el disponer de una herramienta que permita reconocer los
objetos y significados, por ellos se plantea ahora la Guia de Reconocimiento de Objetos
(GROS)

5.10. Guia de reconocimiento de objetos. GROS

Dentro del EOS existe una herramienta de analisis epistémico y cognitivo que se
desarrolla en Godino, Rivas, Castro, y Konic (2012) ampliacién de un trabajo anterior de
2008 donde exponen como funciona el GROS y que se ha utilizado en otras
investigaciones y tesis como Olivo y Alfredo (2013).

Esta herramienta “da cuenta de un proceso complejo y dinamico,- la emergencia
de objetos y significados- y que puede ser cumplimentada de varias maneras; lo cual pone
de manifiesto la relatividad de los objetos y significados matematicos” (Castro et al.,
2010, p.267).

El GROS provee de una pequena plantilla, muy util, donde se incluyen los seis
objetos primarios, con los procesos donde intervienen y los conflictos semidticos
potenciales, lo que permite realizar un andlisis epistémico de forma més ordenada,

ayudando a identificar objetos y significados, como se observa en la figura 49.
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Objetos’:

Procesos (significacion, generalizacién, argumentacion, ....)

Situaciones - problemas

Elementos lingiiisticos

Conceptos - definicién

Propiedades

Procedimientos

Argumentos

Conflictos:

Figura 49. Tabla del GROS. (Godino, Rivas, et al., 2012, p.17)
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Mediante esta plantilla se realizara el analisis de los libros de texto en busca de

conflictos semidticos.

5.11. Definicion del problema

Después de analizar las investigaciones anteriores, se ha descubierto que, aunque

existen investigaciones previas sobre medidas de dispersion, no se ha investigado como

estas se muestran en los libros de texto de secundaria segiin la LOE en Espafa y que

tampoco se ha realizado una investigacion sobre la comprension de los alumnos de las

medidas tras la instruccion.

5.11.1. Problema de investigacion.

Siguiendo la linea de los antecedentes se va a plantear el problema de

investigacion de forma interrogativa:

e ;Estan las medidas de dispersion integradas adecuadamente en los libros

de texto de la LOE?
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(Presentan los libros de texto conflictos semioticos al tratar las medidas de
dispersion?
e Transmiten adecuadamente los libros de texto las medidas de dispersion a
los estudiantes de 3° de ESO?
e ;Calculan adecuadamente los estudiantes de 3° de ESO las medidas de
dispersion?
e ;Comprenden los estudiantes de 3° de ESO las propiedades y el uso de las
medidas de dispersion?
e /Se trabaja la unidad didactica de estadistica en 3° de ESO?

Para tratar de resolver estos problemas se van a plantear los objetivos e hipodtesis
de trabajo que se explicitan en los siguientes apartados.

5.11.2. Objetivos.

Tras las justificaciones aportadas en los capitulos 3 y 4 sobre la importancia de los
libros de texto y la influencia que tienen en la comprension de las medidas de dispersion
por parte de los alumnos, asi como de la importancia de las medidas de dispersion en la
estadistica, que se ha analizado ademads en los capitulos 1 y 2, se presentan los siguientes
objetivos.

Ol. Realizar un andlisis detallado de la presentacion de las medidas de dispersion
en los libros de texto de 3° y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria, con la finalidad de
caracterizar el significado pretendido en las distintas modalidades que se presentan.

Para alcanzar este objetivo se van a definir una serie de sub - objetivos que

permitiran alcanzarlo.
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O1.1. Realizar un estudio de la microestructura del tratamiento de las medidas de
dispersion en los libros de texto.

O1.2. Caracterizar los tipos de situaciones — problema sobre medidas de
dispersion presentadas en los libros de secundaria.

O1.3. Caracterizar el lenguaje matematico utilizado en los textos para presentar
las medidas de dispersion.

O1.4. Caracterizar los conceptos y propiedades relacionados con las medidas de
dispersion en los textos.

O1.5. Caracterizar los procedimientos empleados en el estudio de las medidas de
dispersion.

O1.6. Determinar los tipos de argumentacion empleados para justificar
propiedades, procedimientos o soluciones a los problemas.

O1.7. Identificar los principales conflictos semidticos en el tema.

02. Realizar un analisis de la macroestructura de los libros de texto, con la
finalidad de observar si esta afecta al tratamiento de la estadistica en 3° y 4° de Educacion
Secundaria Obligatoria.

O3. Realizar un estudio exploratorio de evaluacion de conocimientos matematicos
(comunes y avanzados) en alumnos de 3° de Educacion Secundaria Obligatoria,
utilizando el instrumento de evaluacion construido para tal efecto.

O4. Realizar una encuesta sobre la ensefianza de las unidades didacticas de

estadistica en 3° de ESO en los centros andaluces.
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5.11.3. Hipotesis.

H.1. Al evaluar los textos se espera encontrar una exposicion deficiente en
diferentes medidas de dispersion.

H.2. Al evaluar los textos se espera encontrar diferentes tipos de conflictos
semioticos.

H.3 Al evaluar los textos se espera que el bloque de estadistica esté infra
representado con respecto al resto.

H.4 Al evaluar los textos se espera que la estadistica sea el tema o bloque final.

H.5 Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar algunas
dificultades en conceptos estadisticos elementales requeridos para el trabajo con las
medidas de dispersion.

H.5.1. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar que
conocen mejor y manipulan con mas facilidad las medidas de tendencia central que las de
dispersion.

H.5.2. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar lagunas
en algunos tipos de medidas de dispersion.

H.5.3. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar
dificultades de céalculo en la desviacion tipica.

H.5.4. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar
dificultades de interpretacion en la desviacion tipica.

H.6. En el estudio de la encuesta se espera encontrar que la mayoria de los centros

andaluces no trabajan las unidades didécticas del bloque estadistico en 3° de ESO.
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Para conseguir los objetivos uno y dos se trabajaran los libros de texto bajo
diferentes perspectivas en el capitulo 6. Para conseguir los objetivos tres y cuatro se
realizard un cuestionario al alumnado y una encuesta en los centros andaluces, que se
desarrollard en el capitulo 7. Una vez cumplidos los objetivos se contrastaran las

hipotesis.



De los diversos  instrumentos
inventados por el hombre, el mas
asombroso es el libro; todos los
demas son extensiones de su
cuerpo... Solo el libro es una
extension de la imaginacion y la
memoria.

Jorge Luis Borges.

Capitulo 6
La investigacion de libros de texto sobre dispersion
6.1. Introduccion

“Los libros de texto son el corazén de la escuela ya que cumplen tareas y
funciones muy importantes en educacion” (Mikk, 2000, p.17). Las diferentes funciones
que cumplen los libros de texto son, segin Mikk (2000), motivar a los alumnos en el
aprendizaje, representar y transformar la informacion, sistematizar la informacion y
coordinar otros elementos educativos, ensefiar estrategias, ayudar a evaluar el aprendizaje
de los alumnos, crear una diferenciacion en el aprendizaje, facilitar la educacion en
valores.

En la misma linea, Mikk (2000) indica varios aspectos para evaluar la calidad de
un libro de texto, estos aspectos son, el contenido, debe ajustarse al curriculum y al
alumnado, la legibilidad, el libro debe ser claro y conciso, ya que un lenguaje de un nivel
muy alto o muy complejo puede aturdir al estudiante generando un peor aprendizaje,
debe estar bien estructurado, tanto en su macroestructura como en su microestructura,
ademas de utilizar graficos y mapas mentales para relacionar las ideas, debe contener

unos ejercicios y problemas adecuados que ayuden a desarrollar los procedimientos y
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conceptos aprendidos, y ademds deben desarrollar el razonamiento, en este caso el
razonamiento estadistico. Otras caracteristicas que indica son que el libro debe ser
interesante, contener ilustraciones vistosas que sean adecuadas y para este autor es
fundamental que ademads contengan ejercicios y problemas de auto evaluacion.

Estas y otras caracteristicas se incluyeron mas ampliamente y en voz de otros
autores en el capitulo 3 de esta tesis. Otro aspecto fundamental que se apuntaba en dicho
capitulo es que la educaciéon estd muy influenciada por el libro de texto, siendo ademas
un nexo entre el curriculum y los alumnos. Sin embargo, en los libros de texto se muestra
las medidas de dispersion de forma que puede generar posibles conflictos semidticos,
como se ha mostrado en los trabajos de Estepa y Ortega, (2005a) y Ortega y Estepa
(2006)

Ademas, la comprension de las medidas de dispersion por parte de los alumnos de
secundaria es pobre y deficiente, como se mostraba en el capitulo 4, y como se ha visto
en los analisis previos de Ortega y Estepa (2005)

Por tanto, en este capitulo se va a analizar como trata una muestra de libros de 3°
y 4° de ESO los contenidos sobre medidas de dispersion, realizando 3 andlisis distintos,
sobre la macroestructura, la microestructura y sobre los contenidos en si a través del
EOS.

6.2. Eleccion de la muestra
La obtencion de la muestra se describe en Del-Pino y Estepa (2015) y en este

apartado se ampliara.
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Para determinar la muestra se procedié como en Goémez-Torres (2014), es decir,

consultando la web http://www.juntadeandalucia.es/educacion/vscripts/libros/ (en dicha

web se pueden encontrar las editoriales fijadas por los centros catalogados por provincias,
tipo de centro y curso para todas las materias impartidas en el centro) durante los meses
de abril a junio de 2014. Por tanto, la estadistica de libros obtenidos es para el curso
2013/2014. Para el estudio se tabularon los datos consignados por 210 centros publicos y
109 centros privados o privados-concertados. Como resultado se obtiene la tabla 13.

Tabla 13. Numero de centros publicos andaluces que utilizan cada editorial por
curso, en centro publicos y privados. (Del-Pino y Estepa, 2015, p.6)

Curso
Editorial 1° 2° 3° 4°A 4°B Total

CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi
Anaya 73 28 73 28 76 25 67 18 63 21 352 120
Bruno 22 3 22 3 21 3 9 1 8 1 82 11
Casals 2 3 2 0 0 7 0
Edelvives 4 3 4 3 4 4 1 3 1 4 14 17
Editex 0 0 0 0 1 1 0
Everest 0 1 0 0 0 1 0
Guadiel-Edebé 1 4 2 6 1 4 2 2 2 2 8 18
McGraw Hill 0 0 0 3 3 6 0
Oxford 19 5 21 4 18 5 19 6 20 6 97 26
Santillana 32 11 31 14 33 9 44 4 42 5 182 43
SM 33 39 28 45 33 41 35 31 36 42 165 198
Vicen Vives 1 2 1 1 2 2 1 0 1 0 6 5
Total 187 95 186 104 190 93 181 65 177 81 921 438
No consigna 23 14 24 5 20 16 29 44 33 28 236

CPu = Centro Publico; CPi = Centro Privado

Con estos datos se tiene que para los centros publicos andaluces y en los cursos en
los que se pretende el estudio, las editoriales mas usadas en los centros publicos son
Anaya, Santillana, SM y Bruifio para 3° de ESO, Anaya, Santillana, SM y Oxford para

ambas opciones de 4° de ESO, y en los centros privados las editoriales mayoritarias son
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SM y Anaya para todos los cursos. Como la diferencia entre Brufio y Oxford es de tan
solo tres centros en 3° de ESO, pero en 4° de ESO esa distancia se amplia a favor de
Oxford notablemente, se eligen para analizar los textos de las editoriales Anaya,
Santillana, SM y Oxford.

Se puede ver en las figuras 50, 51 y 52 los diagramas de sectores con la

informacion para los centros publicos resumida.

Vicen Vives

Edelvives Guadiel-
Edebé

32 de ESO

No consigna
9% B Anaya
Casals M Santillana
oxford H Brufio
9% HSM
H Oxford
H Casals

H No consigna
m McGraw Hill
= Vicen Vives

M Editex

Figura 50. Diagrama de sectores uso de editoriales en 3° de ESO en centro publicos.
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Guadiel-Edebé
1% 42 de ESO A
Edelvives
0%

Vicen Vives Everest

McGraw Hill
1%

B Anaya

M Santillana
Casals
0%

M Brufio

HSM

m Oxford

m Casals

H No consigna
m McGraw Hill

Brufio = Vicen Vives

4%

Figura 51. Diagrama de sectores uso de editoriales en 4° de ESO A en centro publicos.

Vicen

Vives Editex Guadiel-Edebé 4° de ESO B

Edelvives
0%

McGraw Hill
1% B Anaya

H Santillana

M Brufio

HSM

m Oxford

m Casals

H No consigna

m McGraw Hill

= Vicen Vives

Bruno
4%

M Editex

Figura 52. Diagrama de sectores uso de editoriales en 4° de ESO B en centro publicos.

De la misma forma se obtienen los graficos para los centros privados, que se

muestran en las figuras 53, 54 y 55.
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Edelvives
2% 32de ESO
Guadiel-Edebé
Vicen Vives 4%
2% B Anaya
m Santillana
W Bruiio
mSM
Oxford m Oxford

0,
4% ® No consigna
= Vicen Vives
Bruno ,
3% M Guadiel-Edebé
(o]

Edelvives

Figura 53. Diagrama de sectores uso de editoriales en 3° de ESO en centro privados.

Edelvives
Guadiel-Edebé_ 30, 42 d@ ESO A

2%
B Anaya
Santillana H Santillana
4%
W Brufio
Bruno
1% uSM
m Oxford

m No consigna
= Vicen Vives
m Guadiel-Edebé

Edelvives
Oxford
5%

Figura 54. Diagrama de sectores uso de editoriales en 4° de ESO A en centro privados.
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Edelvives 492 de ESO B

Vicen Vives4%
0%
Guadiel-Edebé
2% B Anaya
m Santillana
W Bruiio
Santillana =SM
Brufio °%

1% m Oxford
= No consigna
= Vicen Vives

Oxford m Guadiel-Edebé

5%
Edelvives

Figura 55. Diagrama de sectores uso de editoriales en 4° de ESO B en centro privados.

La hoja Excel con los datos empleados y su andlisis estad disponible en

https://g00.2l/9ERsul

En la tabla 14 se realiza una codificacion de los libros empleados.

Tabla 14. Libros de texto utilizados en el andlisis.

Codigo Referencia

3A Colera, J., Gazteluy, 1., Oliveira, M.J. (2010) Matematicas 3. Madrid: Anaya.

3S Alvarez, M.D., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno, M.R., Parra, S., Redondo, M.,
Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E. (2007) Matematicas 3 ESO.
Proyecto La Casa del Saber. Madrid: Santillana.

30 Sanchez Gonzalez, J.L., y Vera Lopez, J. (2007) Matematicas 3° Secundaria. Serie
Cota. Proyecto Anfora. Madrid: Oxford University Press.

3SM Vizmanos, J.R., Anzola, M., Bellén, M., Hervas, J.C. (2010) Pitagoras Matematicas
3. Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.

4AA Colera, J., Martinez, M., Gaztelu, 1., Oliveira, M.J. (2008) Matematicas 4. Opcion A.
Madrid: Anaya.

4BA Colera, J., Martinez, M., Gaztelu, 1., Oliveira, M.J. (2008) Matematicas 4. Opcion B.
Madrid: Anaya.

4AS Alvarez, M.D., Gaztelu, A.M., Gonzalez, A., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno,

M.R., Parra, S., Redondo, M., Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E.
(2008) Matematicas 4 ESO. Opcion A. Proyecto La Casa del Saber. Madrid:
Santillana.
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Codigo Referencia

4BS Alvarez, M.D., Gaztelu, A.M., Gonzélez, A., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno,
M.R., Parra, S., Redondo, M., Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E.
(2008) Matematicas 4 ESO. Opcion B. Proyecto La Casa del Saber. Madrid:
Santillana.

4A0 Contreras Caballero, 1., Fernandez Palicio, 1., Lobo Garcia, B., Pérez Mateo, S.,
Pérez Sanz, J.L., Uriondo Gonzalez, J.L. (2012) Matematicas 4° ESO Opcion A.
Proyecto Adarve. Madrid: Oxford University Press.

4BO Contreras Caballero, 1., Fernandez Palicio, 1., Lobo Garcia, B., Pérez Mateo, S.,
Pérez Sanz, J.L. (2012) Matematicas 4° ESO Opcion B. Proyecto Adarve. Madrid:
Oxford University Press.

4ASM Vizmanos, J.R., Alcaide, F., Serrano, E., Moreno, M., Hernandez, J. (2012) Pitagoras
Matematicas 4 ESO. Opcion A. Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.

4BSM Vizmanos, J.R., Alcaide, F., Serrano, E., Moreno, M., Hernandez, J. (2012) Pitagoras
Matematicas 4 ESO. Opcion B. Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.

La muestra no engloba toda la poblacion y al ser una muestra intencional que
contiene los casos mas representativos no se aspira a generalizar los resultados a todos los
textos existentes, lo que se pretende es la comparabilidad y la traducibilidad, es decir, que
el marco esté correctamente definido para poder comparar este estudio con otros y que el

estudio pueda ser comprendido por otros investigadores. (Gea, 2014).

6.3. Macroestructura y aspectos cualitativos de los textos escogidos

En primer lugar, se va a analizar la macroestructura de los textos elegidos, para
ello se va a estudiar la estructura capitular y de bloques, tanto en orden como en
contenido, de esta manera se puede sacar una primera conclusiéon sobre como la
construccion de los libros influye en la importancia que se le da a la Estadistica. Ademas,
se van a analizar los aspectos cualitativos que describia Mikk (2000) y otros autores que

se citaban en el capitulo 3 de todos los textos.
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6.3.1. Elementos cualitativos.

En el aspecto cualitativo se van a analizar visualmente varios elementos, entre
ellos lo vistosa que es la portada (inclusion de colores vistosos e imagenes o fotografias
reales frente a dibujos, uso de fuentes variadas frente a las clasicas), la inclusion de CD
con ejercicios y software especifico, la utilizacion de graficos e imagenes
apropiadamente, la presencia de mapa conceptual de resumen final y de ejercicios de
autoevaluacion. Esta evaluacion se presenta en la tabla 15.

Tabla 15. Valoracion de los aspectos cualitativos de los textos

Libro  Portada CD Graficos e Mapa Resumen Autoevaluacion
vistosa imagenes conceptual  final

3A ! X X
3S X X

30 X X X X X
3SM X X X X X
4AA X X X
4BA X X X
4AS X X

4BS X X

4A0 X X X X
4BO X X X X
4ASM X X X X X
4BSM X X X X X

!Ofrece contenido digital a través de webs.

Como se puede observar, en cuanto a las portadas, la menos vistosa es la de
Anaya ya que usan colores basicos, fuentes planas e imagenes pictoricas no reales, siendo
las de SM y Oxford mucha mas vistosas al incluir colores mas vivos e imagenes.

Esta comparacion es subjetiva, para aclarar la posicion del autor se incluyen la
figura 56 en las que se muestran las portadas de 3° de ESO, las de 4° de ESO son

exactamente iguales, pero para dicho curso.
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DlSl;%v::BLE i‘ 3 Moteméticas 3 ESO

EDUCACION SECUNDARIA

S

Matematicas

Oxford
EDUCACION

Figura 56. Portadas de libros de texto de 3° de ESO.
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La editorial Anaya no incluye un CD en el libro para 3° de ESO (3A), en cambio
si lo hace en 4° de ESO (4AA, 4AB), sin embargo, durante el texto ofrece recursos web
que se pueden consultar. Santillana, en cambio, no ofrece ninguno de los dos recursos.

Todos los textos incluyen graficos e imagenes que se analizaran en un apartado
posterior.

Algunos presentan resuimenes mas o menos escuetos, pero no relacionando ideas.
Algunos de ellos como Anaya u Oxford en 4° de ESO no tienen tampoco resumen final
de unidad. Salvo Santillana todo presentan una autoevaluacion para el alumno al final del
tema.

Santillana (3S, 4AS y 4BS) es la editorial que menos aspectos cualitativos de los
analizados presenta, ya que no presenta una de las portadas mas vistosas, no incluye CD
del alumno, ni mapa conceptual, ni autoevaluacioén final. SM (3SM, 4ASM, 4BSM) en
cambio utiliza colores vistosos e imagenes en la portada, trae CD para el alumno,
recursos online, ademds presenta un resumen estructurado uniendo ideas y una
autoevaluacion final que permite al alumno contrastar lo aprendido.

Como se pude observar, los libros de texto, sus contenidos y elementos
adicionales como CDs marcan la trayectoria mediacional. Su portada, graficos, etc.
Pueden marcar su trayectoria emocional y por supuesto el propio contenido con la
estructura adecuada, como veremos en los proximos apartados guian la trayectoria
cognitiva. (Godino et al., 2006). La ausencia de mapas conceptuales, resimenes finales y

autoevaluacion contribuyen a que la exposicion sea deficiente, apoyando la hipotesis 1
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(H1) que planteabamos “Al evaluar los textos se espera encontrar una exposicion

deficiente en diferentes medidas de dispersion”.

6.3.2. Macroestructura.

El analisis de la macroestructura, entendida como estructura capitular del libro de

texto, se ha presentado resumido en Del-Pino y Estepa (2019a), el texto que aqui se

presenta es una ampliacion del mismo.

Dicho andlisis se va a dividir en tres bloques, libros de 3° de ESO, libros de 4° de

ESO opcion A y libros de 4° de ESO opciéon B, ya que las macroestructuras por

construccion curricular deben ser diferentes en cada curso. Se presenta en la tabla 16 la

macroestructura de los libros de texto de 3° de ESO.

Tabla 16. Estructura de capitulos de los textos de 3“ de ESO

3A 3S 30 3SM
Capitulo 1 Fracciones y Numeros Numeros Numeros reales
decimales racionales racionales
Capitulo 2 Potencias y raices. Numeros reales Numeros reales Potencias y raices
Numeros
aproximados
Capitulo 3 Progresiones Polinomios Sucesiones Proporcionalidad
numéricas directa e inversa
Capitulo 4 El lenguaje Ecuaciones de Polinomios Sucesiones.
algebraico primer y segundo Progresiones
grado
Capitulo 5 Ecuaciones Sistemas de Ecuaciones Polinomios
ecuaciones
Capitulo 6 Sistemas de Proporcionalidad ~ Sistemas de Division de
ecuaciones numérica ecuaciones polinomio. Raices
Capitulo 7 Funciones y Progresiones Métrica del Expresiones
graficas triangulo fraccionarias y
radicales
Capitulo 8 Funciones lineales Lugares Lugares Ecuaciones.
geométricos. geométricos Sistemas de
Figuras planas ecuaciones
Capitulo 9 Problemas Cuerpos Movimientos Funciones

meétricos en el

geométricos
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3A 3S 30 3SM
plano
Capitulo 10~ Cuerpos Movimientos y La esfera y el Funciones lineales
geométricos semejanzas globo terraqueo y cuadraticas
Capitulo 11 ~ Transformaciones Funciones Funciones Geometria del
geométricas plano
Capitulo 12 Estadistica Funciones lineales Funciones Traslaciones,
y afines elementales giros y simetrias
en el plano
Capitulo 13 Azary Estadistica Estadistica Figuras y cuerpos
probabilidad geométricos
Capitulo 14  Calculadora Probabilidad Azary Tablas y graficos
probabilidad estadisticos
Capitulo 15 Parametros
estadisticos
Capitulo 16 Sucesos
aleatorios.
Probabilidad

Se pueden observar dos detalles en la macroestructura, el primero es que frente a
otros bloques como aritmética, algebra o geometria que se trabajan en tres unidades
didacticas, en general, el bloque de estadistica tan solo dispone de dos unidades, esto
sucede en todos los textos salvo en el de SM (3SM), en el que se trabaja el bloque en tres
unidades, separando las tablas y graficos de los parametros. El segundo punto, es que en
todas las editoriales siguen el orden marcado por la legislacion y el bloque estadistico es
el ultimo que se trabaja, perpetuando el comentario que existe entre los profesores que
dice "los profesores de Matematicas dejamos cada afio la Geometria como ultima unidad
del curso, y después viene la Estadistica." Debido a que la extension del temario es
importante, en muchas ocasiones no es posible llegar a los ultimos temas, en este caso el
bloque afectado es la estadistica, si esta accion se perpetua a lo largo de los cursos genera
que los estudiantes lleguen a bachillerato con escasas nociones de estadistica.

En la tabla 17 se presenta la macroestructura de los libros de 4° de ESO opcion A.
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Tabla 17. Estructura de capitulos de los textos de 4“ de ESO opcion A
4AA 4AS 4A0 4ASM
Capitulo 1 Numeros enteros ~ Numeros enteros ~ Operaciones con ~ Numeros
y racionales nimeros enteros y  racionales
fracciones
Capitulo 2 Numeros Numeros Numeros reales Numeros reales
decimales racionales
Capitulo 3 Numeros reales Numeros reales Potencias y Polinomios
radicales
Capitulo 4 Problemas Problemas Proporcionalidad ~ Ecuaciones e
aritméticos aritméticos numérica inecuaciones
Capitulo 5 Expresiones Polinomios Ecuaciones Sistemas de
algebraicas ecuaciones
Capitulo 6 Ecuaciones e Ecuaciones, Sistemas de Proporcionalidad
inecuaciones inecuaciones y ecuaciones
sistemas
Capitulo 7 Sistemas de Semejanzas Inecuaciones Semejanza y
ecuaciones trigonometria
Capitulo 8 Funciones. Trigonometria Semejanzas Problemas
Caracteristicas métricos
Capitulo 9 Las funciones Vectores y rectas  Longitudes, areas ~ Vectores y rectas
lineales y voliimenes en el plano
Capitulo 10~ Otras funciones Funciones Geometria Funciones
elementales analitica
Capitulo 11 ~ Las semejanzasy ~ Funciones Funciones Funciones
sus aplicaciones polindmicas, polindmicas y
racionales y racionales
exponenciales
Capitulo 12 Geometria Estadistica Tipos de Funciones
analitica funciones exponenciales
Capitulo 13 Estadistica Combinatoria Estadistica Estadistica
unidimensional
Capitulo 14 Calculo de Probabilidad Probabilidad Combinatoria
probabilidades
Capitulo 15 Probabilidad
Capitulo 16 Probabilidad
condicionada

En este caso, de nuevo se le otorga al bloque de estadistica dos unidades en todas

las editoriales, salvo Santillana (4AS) que lo trabaja en tres y en SM (4ASM), que lo
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trabaja en cuatro a costa de un programa mas extenso (y, por ende, mas dificil de cumplir

a su vez.)

En la tabla 18 se presenta la macroestructura de los libros de texto de 4° de ESO

opcion B.

Tabla 18. Estructura de capitulos de los textos de 4“ de ESO opcion B

4BA 4BS 4BO 4BSM
Capitulo 1 Numeros reales Numeros reales Numeros reales Numeros reales
Capitulo 2 Polinomios y Potencias y Radicales Polinomios
fracciones radicales
algebraicas
Capitulo 3 Ecuaciones, Polinomios y Ecuaciones Ecuaciones y
inecuaciones y fracciones sistemas
sistemas algebraicas
Capitulo 4 Funciones. Ecuaciones e Sistemas de Inecuaciones y
Caracteristicas inecuaciones ecuaciones sistemas
Capitulo 5 Funciones Sistemas de Inecuaciones Semejanzas
elementales ecuaciones
Capitulo 6 Las semejanzasy =~ Semejanza Semejanzas Trigonometria
sus aplicaciones
Capitulo 7 Trigonometria Trigonometria Trigonometria Geometria
analitica
Capitulo 8 Geometria Vectores y rectas ~ Geometria Sucesiones.
analitica analitica Limites de
sucesiones.
Capitulo 9 Estadistica Funciones Funciones Funciones
Capitulo 10 ~ Célculo de Funciones Tipos de Limite de
probabilidades polindmicas y funciones funciones.
racionales Continuidad
Capitulo 11 Combinatoria Funciones Estadistica Funciones
exponenciales y elementales
logaritmicas
Capitulo 12 Estadistica Parametros Iniciacion a la
estadisticos derivada
Capitulo 13 Combinatoria Combinatoria Estadistica
unidimensional
Capitulo 14 Probabilidad Probabilidad Estadistica
bidimensional
Capitulo 15 Combinatoria
Capitulo 16 Probabilidad
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En este ultimo caso, los textos mdas pobres son los de Anaya y Santillana, que
trabajan el bloque de estadistica en tres unidades, y Oxford y SM en cuatro unidades.

Es llamativo que los textos 3SM y 4BO presentan una unidad didactica para
trabajar tan solo los pardmetros estadisticos. Ya que eso genera que otros elementos como
graficos y tablas, que estan relacionados con el uso de diferentes parametros se trabajen
de forma aislada como sucede en 3SM, en el que los graficos y las tablas tienen una
unidad didéactica propia. Esto produce que se desconecten contenidos que estan
relacionados, pudiendo afectar a la comprension de la estadistica y de los diferentes
pardmetros ocasionando conflictos semioticos.

Otro aspecto interesante por analizar es, qué tratamiento en porcentaje se le da a
cada bloque en los diferentes textos, ya que esto permite hacerse a la idea de si las
editoriales y por extension en las aulas, algunos bloques tienen un tratamiento mas
amplio que otros, ya que este tratamiento afecta, como se ha indicado en los capitulos 2,
3 y 4 a los problemas existentes en la comprension y el razonamiento en el area de
estadistica.

En la tabla 19 se muestra el porcentaje del libro de texto (paginas del bloque sobre
niamero de paginas del libro) que se dedica a cada bloque (segun LOE), los datos no
sumaran el 100% debido a que algunos textos incluyen un tema 0 sobre problemas
(Anaya) o un tema final sobre uso de la calculadora (varias editoriales), asi como la

paginacion del indice y algunas tablas finales.
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Tabla 19. Porcentaje de paginas dedicado a cada bloque de contenidos en los
libros de texto analizados

3°de ESO 4° de ESO Opcion A 4° de ESO Opcion B
Bloque de 3A' 3S 30 3SM 4A 4AS 4A 4AS 4BA 4BS 4BO 4BS
contenido AT ¢} M ! ! M

S

Numeros 10,9 21,7 154 179 263 282 199 17,5 89 149 10,1 74
Algebra 24,5 28,1 27,6 29,6 20,7 13,7 21,4 16,1 16,1 20,2 21,3 242
Geometria 23,1 21,3 27,6 19,3 142 20,2 214 21 25 19,5 23,7 18,8
Funciones 13,5 12,5 13 11,7 17,2 14,1 12,5 18,2 169 19,8 13,6 32,2
y graficas

Estadistic 13,5 12,5 13,4 17,2 134 179 151 223 242 18,7 21,9 20,8
ay

probabili.

! Presentan una unidad para trabajar problemas, repaso y/o otra para calculadora

En esta tltima tabla se puede observar que en los libros de 3° de ESO, el bloque
de estadistica es de los que menos espacio ocupa, con espacio similar a los bloques de
nameros y funciones, este efecto sigue persistiendo en los libros de la opciéon A con una
leve mejora, siendo una excepcion 4ASM, donde es el bloque predominante, sin
embargo, en los de la opcién B pasa a competir con los dos bloques que mayor relevancia
tienen en los textos analizados, que son los de algebra y geometria.

6.3.3. Conclusiones.

Eran dos los aspectos que se querian analizar y contrastar con las hipdtesis de
trabajo en este apartado. En primer lugar, que el orden en los libros de texto es relevante,
y todas las editoriales sin excepcion dejan el bloque de estadistica para el final. En este
caso se verifica la hipotesis planteada (H4). En segundo lugar, que el lugar que le brinda
los libros de texto a la estadistica es inferior al resto de bloques. En este caso se verifica
la hipotesis para 3° de ESO y 4° de ESO opcidn A, pero no asi para 4° de ESO opcion B,
(H3) donde en la tabla 19 se puede observar que se le presta una atencidén casi tan

importante como a otros bloques que en otros niveles no se presenta.
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6.4. Microestructura de los textos escogidos

En este apartado se va a analizar la microestructura de los textos desde dos
perspectivas, la planteada por Valverde et al. (2002) y la planteada por Love y Pimm
(1996). Segun la primera de ellas se analizara cémo esta distribuido el capitulo, mientras
que segun la segunda se estudiard como se trabaja cada contenido que se indica en el
curriculum y si se verifica la tripleta propuesta por los autores de exposicion-ejemplo-
gjercicios.

Este andlisis se va a realizar solamente sobre las unidades de estadistica o
parametros estadisticos de cada uno de los textos, como representacion de los conceptos.
En primer lugar, se trata de determinar los diferentes tipos de microestructuras existentes,
y en segundo lugar, se trata de evaluar si alguno de los textos da una consideraciéon menor
a alguno de contenidos que se deben trabajar al no utilizar la microestructura exposicion-
ejemplo-ejercicios de forma completa durante el desarrollo de la unidad didéctica.

6.4.1. Microestructura de los capitulos de los libros de texto.

Asi pues, en la tabla 20 se presentan para los libros de texto los diferentes
elementos que constituyen la microestructura como se indicaba en el capitulo 3.

Tabla 20. Microestructura del capitulo en los libros de texto.

Elementos 3A° 35S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4A 4B
microestructura SM SM
Lectura X X X X X X X X X X X X
introductoria

Actividades de X X X X X X X X X X
introduccion

Desarrollo X X X X X X X X X X X X

contenidos
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Mapa X X X X X X X
conceptual o
resumen
Ejercicios X X X X X X X X X X X X
finales
Recursos online X X X X X X
Propuesta de X X X X X X X X X X X X

investigacion

Se observa en la tabla como la microestructura es algo propio de la editorial, que
da una idea de como quieren desarrollar las matematicas, aunque no es objeto de este
andlisis, los tipos de lectura introductoria o las actividades, orientan y dan cuenta de la
filosofia didactica que hay detrds de cada libro, indagando o no en ideas previas, o
relacionando los textos con la historia de las Matematicas.

6.4.2. Microestructura expositiva de las medidas de dispersion en los textos.

Ahora nos vamos a centrar en la microestructura en la exposicion de los
contenidos referentes a la dispersion. Para ello en las tablas 21, 22 y 23 se presentan los
distintos contenidos que se deben trabajar sobre medidas de dispersion por curso
indicando si en cada texto se trabajan con el esquema exposicion-ejemplo-ejercicios
dichos contenidos.

Para ello se proponen en las tablas los contenidos que se incluyeron en el capitulo
2,y se indicard a través de una tabla de verificacion si se cumple o no la microestructura
expositiva, también se consignara si falta solo el ejemplo, ya que puede ser que en el
desarrollo de algunos de los conceptos no lo utilicen.

Tabla 21. Microestructura expositiva de las medidas de dispersion en los textos
de 3°de ESO

Contenidos 3A 3S 30 3SM
Rango X * X
Desviacion tipica X X X X
Varianza X X X
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Interpretacion conjunta de la media X X
y la desviacion tipica
Comparacion de conjuntos de datos X X X

*No incluye ejemplo, solo exposicion y ejercicios.

Es llamativo que algunos textos como 3S y 30 no incluyen el desarrollo de todos
los contenidos que marca la legislacion, como el rango o la interpretacion conjunta de la
media y la desviacion tipica, que en el caso de 30 es llamativo ya que obtiene la
desviacion tipica a partir de la media cuadratica y no a partir de la varianza y su raiz,
complicando innecesariamente este contenido ya que la media cuadratica no es un
contenido trabajado previamente y que introducen adicionalmente y esto algo que
evidentemente no es positivo, y que a los profesores deberia llamarle la atencion a la hora
de escoger un texto u otro.

Tabla 22. Microestructura expositiva de las medidas de dispersion en los textos
de 4° de ESO opcion A

N

Contenidos AS 4A0 4ASM

Desviacion tipica

Varianza

Coeficiente de variacion
Comparacion de distribuciones
Cuartiles

Diagrama de caja

X
X
2

X

><><><><><><§
BeReRelols

ISe incluye en los ejercicios finales de forma escueta. 2No incluye ejemplo, solo
exposicion y ejercicios.

Se puede observar de nuevo que textos como 4AS y 4A0 no incluyen todos los
contenidos que indica la legislacion tal y como sucedia con otros textos en el anterior

bloque.
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Tabla 23. Microestructura expositiva de las medidas de dispersion en los textos

de 4° de ESO opcion B

Contenidos 4BA 4BS 4BO 4BSM
Desviacion tipica X X X X
Varianza X X X X
Coeficiente de variacion X X X X
Influencia de los valores atipicos X X
Eleccion de medidas de dispersion X

en funcion de los valores atipicos

Comparacion de distribuciones X X X
Cuartiles X X X X
Diagrama de caja X * X X

*Se incluye en los ejercicios finales de forma escueta.

Como se puede observar en la tabla 23, solo un texto, 4BO, incluye todos los
contenidos que indica la legislacion.

En las tablas 22 y 23 se indica que los textos 4AS y 4BS no incluyen un
tratamiento acertado del concepto de diagrama de caja, para ejemplificar lo que se
considera una exposicidon correcta y una incorrecta se traen aqui dos versiones, una
completa y otra incompleta, que se pueden observar en la figura 57. Un resumen de este

problema se puede ver en Del-Pino y Estepa (2017).
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HAZLO ASI
LCOMO SEDIBUJA UN DIAGRAMA DECAJAST

rama de cajas es u rafi
Juje una caja cent

wedanta un diagrama de cajas

PRIVER

Figura 57. Exposicion de la realizacion del diagrama de caja en 444 y 44S

6.4.3. Conclusiones.

Varias conclusiones se pueden obtener del analisis de la microestructura, algunas
bastantes interesantes.

En primer lugar, la microestructura de los capitulos indica que todos los textos
presentan lectura introductoria, aunque de diferentes formas, de manera que algunos

textos dan prioridad al enfoque competencial y otros al tratamiento histdrico, pero todos
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aunan la opinion de utilizar una introduccion. Sin embargo, no todos los textos incluyen
actividades de introduccion, 3S, 4AS y 4BS (los textos de Santillana) no tienen
actividades de este tipo, esto indica que no prestan atencion a la exploracion de ideas
previas, que otros textos si. Todos los textos desarrollan los contenidos, sin embargo, no
todos incluyen un resumen final. Este tipo de resumen ayuda a organizar ideas y tener
una perspectiva global de la unidad. Algunos textos incluyen actividades y recursos
online, pero no todos. Aunque no es indispensable ya que esta labor puede ser suplida por
el profesor (al igual que la mayoria), es cierto que, con la implantacién de la LOMCE y el
cambio de textos, la mayoria de las editoriales ya incluyen materiales y guias online.

En segundo lugar, es llamativo que no se verifique que todos los contenidos se
incluyen de forma adecuada en los textos, ya que solo la mitad de los textos analizados en
3° de ESO y 4° de ESO opcién A incluyan todo el contenido que indica la ordenacioén
académica, en 4° de ESO opcion B solo uno de los cuatro textos analizados incluye todos
los contenidos necesarios. Esto indica que la trayectoria cognitiva sera deficiente.
Ademas de nuevo se verifica la hipotesis 1 ya que se observa una exposicion deficiente
de las medidas de dispersion.

En el capitulo 3 de esta tesis, exponiamos que Howson (2013) indicaba unas
caracteristicas basicas que deberia cumplir un libro de texto de matematicas que como
vemos no todos los libros de texto cumplen ya que no todos presentan con claridad los
contenidos, tienen una cantidad suficiente de ejercicios o una portada adecuada para

estudiantes de 14 afnos.
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6.5. Analisis del significado de las medidas de dispersion

En este apartado se va a realizar un analisis sobre los objetos primarios de andlisis
del EOS en los diferentes libros de texto. Al ser los curriculums diferentes para cada nivel
y opcion se ha tomado la determinacion de hacer el andlisis de cada uno por separado, ya
que el lenguaje, situaciones, etc., ... que surgen en cada nivel puede ser a priori diferente.

Para trabajar este apartado se van a utilizar las definiciones de los objetos que se
mostraron en el capitulo 5, ademas del trabajo de Estepa y Ortega (2005b), donde se
define el significado de referencia para las medidas de dispersion.

El objetivo de este apartado es obtener o caracterizar el significado en la
institucion de Educacion Secundaria de las diferentes medidas de dispersion que aparecen
en los libros de texto, tales como el rango (R), la desviacion media (DM), el recorrido o
rango intercuartilico (RIC), varianza (V), desviacion tipica (DT) y el coeficiente de
variacion (CV), también se prestard atencion al diagrama de caja (DC) y su elaboracion.
Se pondra el foco especialmente en las medidas que se incluyen en el curriculum, ya que
son las que se deben incluir en los libros de forma obligatoria, estas son el rango, la
desviacion tipica, el coeficiente de variacion para hacer comparaciones entre
distribuciones de datos y en el caso de 4° curso en recorrido intercuartilico como paso
previo al diagrama de caja.

Para el andlisis se va a utilizar el GROS (Godino, Rivas, Castro, y Konic, 2008),
que permite extraer los diferentes objetos y catalogarlos, esta extraccion de datos en bruto

de las 12 unidades didacticas redunda en més de 100 folios de datos, por tanto, lo que se
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presenta en este estudio no es la extraccion de datos mediante la herramienta, sino el
analisis de los datos extraidos. En el apéndice 5 se muestra un pequefio ejemplo del uso
de esta. Estos apartados se han presentado en Del-Pino y Estepa (2017) y Del-Pino y
Estepa (2019b) de diferente forma en el primer trabajo referente a las situaciones —
problema y resumido en el segundo trabajo en el que se analizan el resto de elementos.

6.5.1. Situaciones-problema.

En este apartado se van a analizar los problemas y ejercicios que permiten que se
usen los conceptos y procedimientos que los alumnos han aprendido. Se va a separar el
andlisis en problemas y ejercicios, ya que es también interesante para el analisis tener en
cuenta cudntos ejercicios y cuantos problemas se utilizan en los textos de cara a separar
los textos que se centran en el proceso algoritmico y los que se centran en el
razonamiento.

Para la codificacion se va a emplear dos letras, la S para las situaciones y la E
para los ejercicios. De esta manera en las tablas se puede separar y obtener nimeros
globales. En Del-Pino y Estepa (2017) se presenta un estudio de los mismos textos de
forma diferente, agrupando ejercicios y problemas por medida de dispersion, aqui al
disponer de mas espacio se ha realizado mas detallado.

Dentro de los dos primeros tipos de situaciones que se van a plantear subyacen en
los dos sentidos en los que se habla de la dispersion tal y como indicaban Estepa y Ortega
(2005b), que son la dispersion intrinseca, es decir, de datos con respecto a datos, y la

referencial, que es la dispersion de los datos con respecto a uno que ejerce de referencia,
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que suele ser una medida de tendencia central, y en el caso de los libros de texto de
secundaria, es la media aritmética de forma general.

Para el andlisis se va a emplear la siguiente codificacion:

S1/E1. Variacién por rangos. En esta situacion se pide encontrar la diferencia
entre valores de un conjunto de datos. En este tipo de situacion se considera el rango y el
recorrido intercuartilico. Que son medidas de dispersion intrinsecas.

S2/E2. Variacidon por desviaciones. En esta situacion se pide cuantificar la
distancia de los datos a uno de referencia (en general a la media.) En este tipo de
situaciones se incluyen la dispersion de los datos respecto a la media aritmética, por
medio de la desviacion media, la varianza o de la desviacion tipica. Que se ensefian como
medidas referenciales, pero que como se mostraba en el capitulo 4 se puede estudiar
desde una perspectiva intrinseca también.

S3/E3. Comparaciones globales. Las hay de tres tipos:

S3a/E3a. Comparar de forma numérica la variacion de varias
distribuciones cuyos datos estan en la misma magnitud. Son problemas y
actividades que involucran el uso conjunto de la media y la desviacion
tipica o del coeficiente de variacion.

S3b/E3b. Comparar de forma numérica la variacion de varias
distribuciones cuyos datos estdn en diferentes magnitudes. Son problemas

que involucran el uso del coeficiente de variacion.
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S3c¢/E3c. Comparar la variacion de varias distribuciones de forma grafica,
ya sea a través de histogramas o diagramas de caja.

S4/E4. Variacion en graficos. En estas situaciones se realiza el diagrama de caja a
partir de una serie de datos, se obtienen las medidas de dispersion a partir de un grafico o
se interpreta la dispersion en un grafico.

S5/ES. Uso conjunto de la media y la desviacion tipica. En estas situaciones se
plantea la cuestion de cuantos datos caen en el intervalo de la media y cierta cantidad de
veces la desviacion tipica utilizando nociones de la distribucion normal.

En la tabla 24 se ha indicado un ejemplo de cada uno de los ejercicios y
situaciones para facilitar a los lectores la comprension de qué tipo de ejercicios y
actividades de los que figuran en el libro se han tomado en cada caso. Como se puede
observar, se ha considerado como situaciones-problema las actividades contextualizadas,
ya que los alumnos de 3° y 4° de ESO no realizan, como norma general, situaciones-
problema propiamente dichas. Se ha considerado como ejercicio las actividades que son
de dominio del algoritmo, por ejemplo, calcula, halla, o averigua.

En el apéndice 3 podemos encontrar una tabla con ejemplos tipificados extraidos
del libro.

En las tablas 24, 25 y 26 se indica el numero de situaciones y ejercicios de cada
tipo que se da en cada texto por nivel. El conteo de situaciones no ha sido excluyente, si
en un ejercicio hay que calcular la desviacion tipica y a su vez comparar distribuciones,

se ha marcado como S2 y S3.
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Tabla 24. Numero de situaciones y ejercicios en los textos de 3°de ESO

Sl El S2  E2 S3a E3a S3b E3b S3¢ E3¢ S4 E4 S5 ES
3A 3 12 8 6 5 1 6
3S 4 2 12 3 6 2 1 6
30 7 3 11 5 1
3ISM_ 11 6 13 7 1 1 1 2 2

Las situaciones que el curriculum indica que se deben incluir en 3° de ESO, son la
S1/E1, S2/E2, S3/E3 (sin especificar el subtipo) y S5/E5. Como ya se observaba en Del-
Pino y Estepa (2017) hay una ponderacion importante de situaciones y ejercicios sobre
desviacion tipica frente al resto de tipos que viene incluido en el curriculum. En la tabla
se puede observar que 3% no presenta situaciones de tipo 1 y 30 no presenta situaciones
de tipo 3, que son prescriptivas, generando una laguna practica en los estudiantes. Esto
indica, como veremos mas adelante, que la idoneidad ecoldgica es baja al faltar contenido
que es prescriptivo segun el curriculo. En la tabla 21 sobre la microestructura ya se
indicaba que los contenidos objeto de este tipo de situaciones no aparecian en 30.

Tabla 25. Numero de situaciones y ejercicios en los textos de 4° de ESO opcion A

S1 E1 S2  E2 S3a E3a S3b E3b S3¢c E3c S4 E4 S5 E5

4AA 4 5 3 1 4 4
4AS 3 2 9 4 4 2 1

4 M0 4 2 5 3 7 1 2 1

4ASM 3 15 4 1 1 5

En la tabla se aprecia que el libro que més riqueza de situaciones presenta es
4ASM, en el que existen situaciones de todos los tipos codificados. Aun asi tenemos
ejercicios de todos los contenidos prescriptivos que es la utilizacion de las medidas para

comparar S3/E3 y el diagrama de caja S4/E4.
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Tabla 26. Numero de situaciones y ejercicios en los textos de 4° de ESO opcion B

S1 El1 S2 E2 S3a E3a S3b E3b S3c E3c¢c S4 E4 S5 ES

4BA 4 5 3 1 4 4

4BS 4 1 11 1 4 2 1

4BO 7 2 11 3 7 1 5 7

4BSM 7 2 14 2 2 1 1 2 2 5

En este caso es 4BSM quien presenta mas riqueza de situaciones, presentando
ademads un gran numero de problemas y pocos ejercicios que no estén contextualizados al
menos.

En estas tablas se aprecian dos aspectos interesantes, en primer lugar, que en
ningun texto aparecen ejercicios de tipo E3b ni E3c, esto se debe a que todas las
comparaciones ya sean graficas o analiticas de diferentes magnitudes se presentan
contextualizadas. Sin embargo, si aparecen ejercicios de tipo E3a sobre todo para el
dominio del coeficiente de variacion, y comparaciones usando la media y la desviacién
tipica de forma general.

Otro aspecto interesante es que, en realidad, las situaciones tipo S5/E5 no
aparecen como tales en el curriculum, ya que en ningin momento se menciona que se
deba introducir la nocidn de distribucion normal, ya que el uso conjunto de la media y la
desviacion tipica queda perfectamente asimilado en situaciones de comparacion que
entran dentro de la categoria S3/E3. Esto hace que los libros expongan la distribucion
normal de forma apresurada y poco rigurosa, ya que no se trabaja de forma intensiva
hasta primero de bachillerato. Asi pues, en las iméagenes 58 y 59 se muestra como

introducen este concepto dos de los libros que se han utilizado.
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Figura 58. Introduccion de la normal en 34

Figura 59. Introduccion de la normal en 3SM

En ambos libros se observa de lo forzado de la descripcion de la normal debido a
que los alumnos atin no tienen conocimientos para poder exponerla de forma adecuada.

6.5.2. Elementos lingiiisticos.

El lenguaje que emplean los libros de texto es muy rico y variado, podemos
encontrar, como indicaban Estepa y Ortega, (2005a) los siguientes términos entre otros,

Cuadrado de las desviaciones, desviacion, desviacion a la tendencia central, desviacion
tipica, desviacion standard, dispersion, dispersion absoluta, dispersion relativa, error,
error promedio de medicion, fuentes de varianza, grado de dispersion, grado de
variabilidad, homogeneidad de los datos, indice de variabilidad, mas representativo,
media cuadratica, menos representativo, medidas de dispersion, medidas de dispersion
absolutas, medidas de dispersion relativas, promedio de las desviaciones, separacion de
cada valor respecto a la media, valores de desviacion, variabilidad, varianza (p.11).
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En este analisis se van a consignar solo los méas comunes y la frecuencia con la
que aparecen en los libros de texto, ya que analizar todas y cada una de las expresiones
que surgen es una tarea titanica, sin embargo, seleccionar algunos términos y notaciones
va a dar una idea de lo complejas que son las medidas de dispersion y va a hacer visible
los potenciales conflictos semidticos que surgen.

En los elementos lingiiisticos se van a diferenciar tres tipos, los elementos
textuales (LT), que son descripciones hechas de forma textual, los elementos notacionales
(LN), que son las diferentes letras y expresiones que se emplean y los elementos graficos
(LG) que son los graficos e imagenes que se incluyen para aclarar conceptos.

En el andlisis se han obviado algunos elementos que aparecen en todos los textos,
o algunos que solo parecen en uno, algunos como medidas de dispersion, medidas
estadisticas, etc., ... si se ha considerado oportuno incluir los términos que en el
curriculum aparecen como preceptivos.

Para el andlisis se va a emplear la siguiente codificacion:

LT1. Ser regular.

LT2. Desviaciones.

LT3. Desviacion tipica.

LT4. Datos dispersos/datos agrupados (en el sentido de dispersion, no de datos
agrupados para tabular)

LTS5. Varianza.

LT6. Dispersion relativa
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LT?7. Bigotes (del diagrama de caja)

LT8. Valores atipicos.

LT9. Rango.

LNIl. o

LN2. o«

LN3.s

LN4. 62

LNS5. s?

LN6. CV

LN7.R

LGI1. Graficos estadisticos. Histogramas, diagramas de barras, de puntos, y
diagrama de caja.

LG2. Gréficos aclaratorios. Son graficos cuya mision es explicitar algiin concepto
o actividad que se trabaja en el texto.

LG3. Graficos ilustrativos. Su funcioén es adornar o ilustrar las actividades.

En la tabla 27 se va a analizar en qué textos aparecen los elementos lingiiisticos
textuales y notacionales que aparecen en los textos.

Tabla 27. Elementos lingiiisticos que aparecen en los libros de texto

Elemento 3A 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4ASM 4BSM
lingiiistico

LT1
LT2
LT3
LT4
LTS5

X X X
X X X

ole
R oRole
ole

o EoRoRole
oo Role
Rl
Rl
Rl
oo Role
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Elemento 3A 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4ASM 4BSM

lingiiistico

LTé6 X X X X X X X X X X X
LT7 X

LTS8 X X X X
LT9 X X X X X X X X X X
LNI1 X X X X X X X X X

LN2 X

LN3 X X X X
LN4 X X X X X X X X

LN5 X X X X
LN6 X X X X X X X X X X X
LN7 X X X X X X X X

En esta tabla se observan dos aspectos interesantes. En primer lugar, algunos
elementos aparecen de forma textual y no de forma notacional o al revés, esto sucede
porque algunos libros definen un concepto de forma textual, pero no afiaden la féormula,
aunque si un ejemplo grafico. Un ejemplo puede ser 3A con el rango (preceptivo en el

curriculum) que se muestra en la imagen 60.

TN Recorrido o rango

Es la diferencia enrtre el dawy mayvor v & menor. Es deair, e la Jonpitud de

teane dentro del cual sedn los datos

Figura 60. Definicion del rango en 34

En el proximo apartado se analizaran los conceptos y las diferentes definiciones
que se hacen y se diferenciardn las definiciones textuales de las férmulas y se volvera a
ver este efecto.

Otro aspecto destacable es el uso de la notacion s en los libros de SM para la
desviacion tipica y o en el resto, que como ya se indicaba en el capitulo 1 hacen alusion a

conceptos diferentes, en este caso a la desviacion tipica muestral y poblacional, asi
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dependiendo del tipo de datos que se utilicen en el ejemplo y en las situaciones se deberia

utilizar uno u otro.

En la tabla 28 se va a mostrar un ejemplo de cada texto de cada uno de los tipos

de gréaficos que aparecen.

Tabla 28. Ejemplos de grdficos en los textos

Libro LG1 LG2 LG3
de
texto
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Libro LGI LG2 LG3
de
texto
4BSM

Con este breve analisis del lenguaje grafico se quiere poner de manifiesto que
todos los textos incluyen y cuidan los gréaficos, incluyendo ejemplos de los tres tipos, la
excepcion en este punto son 4A0 y 4BO que no contienen graficos de tipo 3, que aporta
amenidad y ayuda a aclarar conceptos. Este aspecto se podria analizar més adelante
cuando se estudie la idoneidad afectiva, pero es dificil de cuantificar, por tanto, se hara
con las situaciones — problema. Ademas, tal y como veiamos en el capitulo 3, Howson
(2013) indica que los libros de texto de matematicas deben tener ilustraciones que
faciliten la comprension y centren la atenciéon de los estudiantes, y como podemos
comprobar, no todos los textos cumplen estos requisitos.

6.5.3. Conceptos.

En este apartado se van a analizar las definiciones de las diferentes medidas de
dispersion, solo se va a incluir en la codificacion una definiciéon textual concreta y
algunas férmulas, pero no las de todos y cada uno de los textos teniendo en cuenta lo que
senalaban Estepa y Ortega, (2005a).

Aunque las definiciones son equivalentes, obviamente se complementan y completan las
concepciones que el estudiante puede obtener en el proceso de estudio. Pero a algunos
estudiantes, al principio, les pueden parecer distintas. Ademas, ningun libro contiene
todas las definiciones de manera explicita, aunque si de manera implicita. Estos dos
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hechos pueden dificultar los aprendizajes. Cada definicién enfatiza el trabajo que se
desarrollara a continuacion en cada libro, lo que es un indicador del desarrollo posterior
del tema. (p.14).

Es decir, las definiciones que dan los textos son equivalentes, sin embargo, es

cierto, que como se observa en el andlisis de los elementos anteriores algunas

definiciones complementan a otras y hablan del enfoque que el texto da al tema de la

dispersion, aun asi, no tiene sentido incluir todas las diferentes definiciones cuando son

equivalentes, asi que solo se consignaran las diferencias mas significativas.

En la tabla 29 se puede ver la codificacion para cada concepto.

Tabla 29. Codificacion de los conceptos

Concepto Definicion
Rango D1. Es la diferencia entre el dato mayor y el menor.
D2. Formula. R = Max - Min
Varianza D3. Es el promedio de las distancias al cuadrado de los datos a la media.
D4. Es la media de los cuadrados de las desviaciones.
—¥)2 —\24... —¥)2 )2
DS. Formula, S04t )? _ $1
Desviacion D6. Es la raiz cuadrada positiva de la varianza.
tipica D7. Formula. o = Vvarianza
. _ 2 filxi=x)?
DS8. Formula. ¢ = ’—Zfi
Coeficiente D9. Es el cociente entre la desviacion tipica y la media.
de D10. Formula. C.V.=2
. .y X
variacion D11. Sirve para comparar la dispersion en conjuntos de datos heterogéneos.
Desviacion DI12. Es la media de los valores absolutos de las diferencias de cada uno de los
media datos con respecto a la media aritmética.
DI13. Formula. DM = Pt b=l _ it

En la tabla 30 se mostrara si aparecen o no las diferentes definiciones, después se

realizard un breve comentario sobre las incidencias mds llamativas, en los casos, por

ejemplo, en los que no aparezca alguna de las medidas que si lo haga en el curriculum.
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Tabla 30. Conceptos que aparecen en los libros de texto

Concepto 3A°_ 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4A0 4BO 4ASM 4BSM

D1 X X
D2
D3
D4
D5
D6
D7
D8
D9
D10
D11
D12
D13

oo T

X
X
X

Eole
I S
I S
KX R XK XXX
HRKoRX R XK XXX

ole

o R R I S
ole
Eole

T A R R S

o R R I S
<

o R R I S

ole

Uno de los aspectos mas interesantes en cuanto a las definiciones es que no en
todos los libros se introducen de la misma forma. En 30 se explica la desviacion tipica a
partir de la media cuadratica y no de la varianza, de hecho, define la varianza a través de

la desviacion tipica, en lugar de al revés, esto se puede apreciar en la figura 61.

Figura 61. Exposicion de la desviacion tipica en 30
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En las tablas 31 y 32 se vera como afecta esta construccion al nimero de féormulas
y expresiones de la varianza y la desviacion tipica en este libro.

Este mismo libro tampoco incluye el rango, que como se vio en el capitulo 2, es
preceptivo para este curso.

Es interesante volver a hacer hincapié en que algunos textos no desarrollan
conceptos que son preceptivos segun el curriculum, esto se puede deber en parte, a que,
tal y como se indica en EFE ECONOMIA (2014) desde 2006 se ha eliminado la
supervision que hacia el Ministerio de Educacion de los libros, en la que revisaba que el
curriculum estuviese debidamente desarrollado en los textos entre otras cosas. La LOE
dice actualmente en su disposicion adicional cuarta, apartado dos

2. La edicion y adopcion de los libros de texto y demas materiales no requeriran la previa

autorizacion de la Administracion educativa. En todo caso, éstos deberan adaptarse al

rigor cientifico adecuado a las edades de los alumnos y al curriculo aprobado por cada

Administracion educativa. (MEC, 2006, p.86)

Esta disposicion adicional cuarta no ha sido modificada en la LOMCE (MECD,
2013), es decir, sigue vigente. Posteriormente se analizara la idoneidad didactica de la
ensefianza de las medidas de dispersion en los libros de texto, en ese andlisis se pondra de
manifiesto de nuevo este problema, este analisis nos dara una vision global de cémo las
medidas de dispersion se ensefian en los libros.

Para profundizar en este andlisis se va a incluir las diferentes formulas que se

emplean para la varianza y la desviacion tipica en los diferentes textos. Este andlisis se

hace interesante porque Estepa y Ortega (2005b) encontraron 19 férmulas diferentes para
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la varianza y 20 para la desviacion tipica en el estudio del significado de referencia de
estas medidas de dispersion. Estas formulas se muestran en las tablas 32 y 33.

Tabla 31. Diferentes formula para la varianza que aparecen en los textos

Libro  Varianza

3A varianza = GG =D =D _ Z(xin_’z)z
2 24... 2 2
varianza = w — %% = Z% — 2
3S o2 = X filxi—%)*
N
30 No presenta formula
3SM s2 = f1(x1=%)2+fo (=) 2+ + fin (xy—%) 2
fitfot+fn
SZ — J1x3+ x5+ + frxh _ fz
fitfat+fn
4AA Var = X filxi—%)*
N
Var = 205 _ g2
N
4BA Var = X filxi—%)*
N
Var = 22 _ g2
N
4AS o2 = X filxi—%)*
N
o2 = 3 foxd — 2
N
4BS o2 = X filxi—%)?
N
0_2 — Zfixiz _ 3?2
N
4A0 o2 = X filxi—%)?
N
0_2 — Zfixiz _ 3?2
N
4BO o2 = X filxi—%)?
N
o2 = 3 foxf — 2
N
4ASM Sz — f1(x1=%)24f5 (=) 2+ + fip (xy—%) 2 — Y filxi—x)?
ot i
2 _ Xfixi =2
s Xfi X
4BSM Sz — f1(x1=%)2+f5 (=) 2+ + fiy (X, — %) 2 — Y filxi—%)?
ot i
2 _ Xfixi =2
s Xfi X

En esta tabla se aprecia que hay cuatro expresiones basicas para la varianza, dos

expresiones para datos no agrupados, simplificada y sin simplificar, y las mismas dos
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versiones para datos agrupados. Sin embargo, ademdas cada libro opta por su propia
nomenclatura, utilizando la palabra varianza, 6 o s segtn la editorial, y utilizando N o la
suma de f; en los denominadores, esto genera un ecosistema en el que cada formula es, al
menos, ligeramente diferente de las demas.

En la tabla 32 se muestran las formulas de la desviacion tipica para los textos

estudiados.

Tabla 32. Diferentes formulas para la desviacion tipica que aparecen en los
textos

Libro  Varianza

3A _ ,Zfi(xi—f)z
7= Xfi

_ Zflxlz =2

7= \I Xfi x

o = Vvarianza

3S o = ’Zfi(xi_f)z
N

30 5= \/a(x1—f)z+F2(x2—f)2+--~+Fm(xm—f)2
N

Y Fi(x;—x)? =
o= R Gy

<

e T
3SM  No presenta formula

4AA o =+|varianza

4BA ¢ =+/varianza

sk fiolcvi—x)z
o =o?

48S [ fiolcvi—x)z
o =Vo?

4A0 5 =+5?

4BO 4 =+o?7

4ASM g = 32

4BSM g = 52
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En la tabla 32 se aprecia que frente a la amplia variedad que se daba en la
varianza, esto no se repite en la desviacion tipica, ya que la mayoria de los textos la
referencian a la varianza, salvo en 30 que como se comentaba en la figura 60 hace una
construccion diferente del concepto, obteniendo la varianza a partir de la desviacion
tipica, ademas este texto es, en los dos casos, varianza y desviacion tipica, el que mas
tipos diferentes de formulas presenta.

Presentar diferentes formulas no es en si algo malo, el problema es que no se
justifican, salvo porque facilitan los calculos, de donde y por qué surgen, aunque los
alumnos tienen conocimientos algebraicos suficientes para derivar unas de otras.

6.5.4. Procedimientos.

Los procedimientos explican como utilizar un concepto en un caso practico, es
decir, como aplicar los conceptos para resolver situaciones — problema o ejercicios.
Suelen venir explicitados en la exposicion o en los ejercicios resueltos que se estudiaban
en la microestructura. En la tabla 33 se van a codificar los diferentes procedimientos que
se han hallado en los libros de texto.

Tabla 33. Codificacion de los procedimientos

Codigo  Procedimiento

PR1 Para calcular el rango se resta al valor mayor el valor menor

PR2 Para calcular la desviacion se resta al valor la media

PR3 Para calcular la desviacion media se calcula la media de los valores absolutos de las
diferencias entre los datos y la media

PR4 Para calcular la varianza se calcula la media de los cuadrados de las diferencias entre
los datos y la media

PR5 Para calcular la desviacion tipica se realiza la raiz cuadrada positiva de la varianza

PR6 Para comparar dos distribuciones de datos se calcula el coeficiente de variacion y el
que tenga mayor coeficiente de variacion tendra mayor dispersion

PR7 El coeficiente de variacion se calcula dividiendo la desviacion tipica entre la media

PR8 El recorrido intercuartilico se calcula restando al tercer cuartil el primero
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Codigo  Procedimiento

PR9 Para calcular el diagrama de caja se debe:

- Realizar un rectangulo que abarque el espacio de Q; a Q3

- En ese rectangulo se marca la mediana

- Para calcular el bigote de la izquierda, se calcula el recorrido
intercuartilico: RIC = Q3-Q1. Se calcula Q; - 1'5 RIC, si Q; - 1'5S RIC <
Min el bigote de la izquierda se traza desde Q1 hasta el minimo. Si Q; -
1'5 RIC > Min, se traza desde ese valor a Q;. Los valores comprendidos
entre el minimo y Q; - 1'5 RIC se denominan valores atipicos.

- Para calcular el bigote de la derecha, se calcula el recorrido intercuartilico:
RIC = Q3-Q1. Se calcula Q3 + 1'5 RIC, si sobrepasa el maximo, el bigote
de la derecha se traza desde Qs hasta el maximo. Si Qs + 1'5 RIC < Max,
se traza desde ese valor a Qs. Los valores comprendidos entre Qs + 1'5
RIC y el maximo se denominan valores atipicos.

Los procedimientos deben estar claramente expuestos en los libros de texto, ya
que ayudan al alumno a comprender el uso del concepto, y forma parte de la triple faceta
de los contenidos, que son conceptuales, procedimentales y actitudinales.

En la tabla 34 se indican que procedimientos vienen o no detallados en cada libro
de texto.

Tabla 34. Procedimientos que se exponen en los diferentes libros de texto

Proc. 3A 35 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4ASM 4BSM

PR1 X X X X X
PR2
PR3
PR4
PR5
PR6
PR7
PR8 X
PR9 X X * * X

ole

X
X
X X
X X
X

RKOXR KK K
Rl ls
RKOXR K XK
XXX
XXX
XK XX
el
ool
KRR R K

*Como se indicaba en 6.4.2 se muestra el procedimiento de forma breve y poco clara.

En los textos de 3° de ESO no aparecen PR8 y PR9 debido a que son

procedimientos de 4° de ESO, sin embargo, los procedimientos PR1 y PRS5 si que son
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preceptivos en 3° de ESO y ya en el apartado anterior se apreciaba que en 30 no
aparecian definiciones asociadas al rango y ahora tampoco aparecen sus procedimientos,
ya que no se hace referencia a él. En 3S si que aparecian las definiciones asociadas al
rango, pero no se plantea el como se usa, a pesar de que su uso es sencillo.

En los textos de 4° de ESO se presentan los procedimientos que la ley exige, pero
es conveniente para entender mejor el procedimiento PR9, procedimiento asociado al
diagrama de caja, trabajar el procedimiento PRS, recorrido intercuartilico, que como se
puede observar, no se trabaja en ninguno de los textos especificamente, salvo en 4A0 y
4BO.

Finalmente, se han incluido en la tabla los procedimientos PR2 y PR3, asociados
a las diferencias de los datos con la media, porque se considera que trabajar estos
procedimientos permite una mejor comprension, tanto de los conceptos asociados a la
desviacion tipica y la varianza como de los procedimientos asociados, PR4 y PRS.

6.6.5. Propiedades.

Se pueden diferenciar tres tipos de propiedades en el estudio de las medidas de
dispersion, las propiedades numéricas, algebraicas y estadisticas.

Las propiedades numéricas (PN) son aquellas que se refieren al tipo de nlimeros
que se obtienen de las medidas de dispersion y a sus unidades.

Las propiedades algebraicas (PA) se refieren a la forma de la formula.

Las propiedades estadisticas (PE) son aquellas que estdn relacionadas con el

significado de la medida de dispersion concreta.
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Atendiendo a estos tres tipos de propiedades se codifican las que aparecen en los
textos tal y como se muestra en la tabla 35.

Tabla 35. Codificacion de las propiedades

Codigo Propiedad

PN1 La varianza y la desviacion tipica son no negativas

PN2 La varianza se mide en unidades cuadradas de los datos y la desviacion tipica en
la misma unidad que los datos

PN3 La desviacion media es no negativa

PN4 El coeficiente de variacion es no negativo

PNS5 El coeficiente de variacion es adimensional

PN6 El rango se mide en las mismas unidades que los datos

PAI El valor de la varianza y la desviacion tipica dependen de como estan agrupados
los datos

PA2 La varianza es invariante ante cambio de origen

PA3 La varianza y la desviacion tipica tienen propiedades algebraicas y aritméticas
mas comodas que la desviacion media.

PA4 El rango es la medida de dispersion mas facil de calcular

PE1 La suma de las desviaciones respecto a la media es 0

PE2 La varianza y la desviacion tipica son nulas si y solo si todos los datos son
iguales

PE3 Un mayor valor de la varianza y la desviacion tipica significa mayor dispersion.
El valor cero significa ausencia de dispersion.

PE4 En el calculo de la varianza y la desviacion tipica intervienen todos los valores
que toma la variable.

PES La modificacion de algunos datos y afiadir o eliminar algunos datos producen
cambios en la varianza y desviacion tipica.

PE6 Los rangos miden la dispersion sin referencia a promedios. La desviacion tipica
y la varianza miden la dispersion de las observaciones alrededor de la media.

PE7 Si no se recomienda la media como medida de tendencia central, tampoco se

debe recomendar la desviacion tipica y la varianza como medidas de dispersion.
Esto es especialmente cierto en las distribuciones asimétricas, en las que es
preferible utilizar la mediana y el rango intercuartilico.

En la tabla 36 se muestran las diferentes propiedades que aparecen en los libros de
texto.

Tabla 36. Propiedades que aparecen en los libros de texto

Propiedad 3A 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4ASM 4BSM

PN1 X X X X X X X X
PN2 X X X X X X
PN3 X X
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Propiedad 3A 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4AO0 4BO 4ASM 4BSM

PN4 X X
PN5
PN6
PA1
PA2
PA3
PA4
PE1
PE2
PE3
PE4
PES
PE6
PE7

KRR XX
<
<
ole
ole

<
RKORRR KK X XK
<
<
<
<
<
<

Rl ls
ole

ole
ol
e
ole

ole

Ko< RO
KoK RO
ole

ole

Hay algunas propiedades que aparecen en todos los libros de texto o en la
mayoria, son las propiedades estadisticas 3 y 4, que indican que intervienen todos los
valores y como crece o decrece la desviacion tipica, algunas otras propiedades
estadisticas no aparecen en todos los libros porque algunos libros de texto no contienen
las medidas de dispersion a las que van asociadas estas propiedades.

Sin embargo, las propiedades numéricas y algebraicas aparecen menos, por
ejemplo, tan solo 3A, 4AAy 4BA (Anaya) trabaja la propiedad de que la varianza y la
desviacion tipica son invariantes ante cambio de origen, y lo hacen en los ejercicios, no
en la parte de exposicion, otro punto interesante a comentar como breve conclusion de
este aspecto es que pocos libros trabajan las propiedades que hablan de cuando las
medidas son nula, en este caso PE1 y PE2, solo un texto indica claramente que la suma
de las desviaciones es 0, y aunque puede ser evidente hay que mostrarlo, los demés textos
no lo indican ni implicitamente, igualmente es el mismo texto el que trata sucintamente
que la varianza pueda ser 0 si todos los datos son iguales, aunque no lo expresa

explicitamente.
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En general, hay 4 propiedades que si se trabajan en la mayoria de los textos, que
son la no negatividad de la desviacion tipica, no expresada de forma tan explicita para la
varianza, las propiedades estadisticas 3 y 4, como se indicaba en el parrafo superior y la
propiedad estadistica 1, es decir, la idea de que la varianza y desviacion tipica dependen
de como estan agrupados los valores en torno a la media. El resto de propiedades, y se
han citado 17, se trabajan solo en algunos textos, siendo probablemente este aspecto uno
de los que permite una mejor comprension de las medidas de dispersion y su
comportamiento.

6.5.6. Argumentos.

Los argumentos relacionan los diferentes elementos de significado entre si. En los
textos podemos encontrar argumentos basados en propiedades de nimeros y operaciones
(APNO), argumentos con ejemplos, contracjemplos y comprobaciones (AECC),
argumentos apoyados en ostensivos (AAQ), argumentos verbales deductivos (AVD) y
argumentos algebraicos deductivos (AAD).

Los argumentos sobre propiedades de numeros y operaciones son los que
relacionan las operaciones con sus propiedades y con los nimeros que se trabajan, como
al indicar que una férmula es mas sencilla que otra de emplear.

Los argumentos de ejemplos, contragjemplos y comprobaciones, se pueden
caracterizar, como se indica en Estepa y Ortega (2005a), por ejemplo

cuando se decide la homogeneidad de dos conjuntos de datos de la misma media,
comparando las desviaciones tipicas. Esta situacion sirve de contraejemplo para
comprobar que la igualdad de medias de dos conjuntos de datos no implica la misma
homogeneidad, en cuanto a la dispersion. (p. 18).
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Los argumentos que se apoyan en ostensivos son los que se apoyan en graficos,
imagenes y tablas. Y por ultimo los argumentos deductivos, verbales o algebraicos, es
cuando se hace alguna deduccion sobre las formulas, ya sea de forma textual, o de forma
algebraica.

En la tabla 37 se ha cuantificado las veces que aparece cada tipo de argumento en
los textos.

Tabla 37. Frecuencia de los argumentos por libros de texto

Argumentos  3A 3S 30 3SM 4AA 4BA 4AS 4BS 4A0 4BO 4ASM 4BSM

APNO & 5 3 8 5 5 5 5 5 6 8 8
AECC 13 9 7 10 8 8 14 14 6 9 11 12
AAO 15 7 7 13 14 14 9 9 9 14 14 15
AVD 4 2 1 3 2 2 3 3 2 3 3 3
AAD 3 1 6 4 1 1 1 1 1 2 4 4

Se aprecia en la tabla 37 que la mayoria de los libros mantienen un nimero de
argumentos elevados sobre los ejemplos y apoyados en ostensivos (imagenes, graficos o
tablas) y es hasta ciertos punto logico, debido a que la mayoria de demostraciones se
hacen mediante ejemplos y gréficas, sin embargo, a excepcion 30, que ya se veia en otros
elementos de significado que era un texto que presentaba gran variedad de férmulas, lo
que hace que presente muchos argumentos algebraicos deductivos, las deducciones que
se realizan en los libros son escasas.

6.6. Idoneidad epistémica

En este apartado vamos a tratar de evaluar la idoneidad epistémica de los libros de
texto, para ello vamos a recurrir a la tabla 7, en la que, para analizar la idoneidad
epistémica, Godino (2013) proponia una serie de descriptores para cada elemento de

significado.
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6.6.1. Situaciones problema.

El descriptor de este elemento indica que para ser adecuadas las diferentes
situaciones problemas deben responder a una “seleccion de una muestra representativa y
articulada de situaciones de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion. Propuesta de
situaciones de generacion de problemas.” (Godino, 2013, p.119)

Para evaluar este aspecto en los textos vamos a contabilizar, la cantidad y
variedad de ejercicios y problemas, asi como el nimero de problemas puros. Ciertamente
valorar netamente la idoneidad es muy dificil, por tanto, lo vamos a hacer de forma
comparativa con los textos del mismo nivel, para tratar de dilucidar cual texto tiene unas

condiciones de idoneidad mas alta frente al resto de editoriales.

6.6.1.1. Situaciones problema en 34 (3°de ESO Anaya)

Observando la tabla 24 el texto de Anaya presenta 41 ejercicios y problemas
sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 29 problemas y 12 ejercicios. La mitad de
ellos se corresponde con el tipo 2 que se indicaba en el apartado 6.5.1., variacién por
desviaciones, tal y como se advertia en Del-Pino y Estepa (2017). Hay 7 tipos diferentes
de situaciones y ejercicios. Se puede percibir que a pesar de tener un namero
relativamente alto de ejercicios y situaciones estas no son muy variadas y por tanto es
dificil ajustarlas al descriptor en el sentido de que no son una muestra representativa de
situaciones, ya que ademads se deja algunos aspectos prescriptivos de la unidad por tratar.

Es el segundo texto con mas ejercicios detrds de SM, y el tercero (de cuatro) en

variedad de ejercicios. Con respecto al nimero de problemas empata en primer lugar con
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SM con 29 problemas. Por tanto, en este descriptor no se puede afirmar que sea mas
idoneo que el resto de los textos, ya que no recoge ni mas cantidad, ni mas variedad de

gjercicios.

6.6.1.2. Situaciones problema en 3S (3° de ESO Santillana)

En la tabla 24 podemos observar que el texto de Santillana contiene 36 ejercicios
y problemas sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 28 problemas y 8 ejercicios.
Casi la mitad de ellos se corresponde con el tipo 2 al igual que en el texto de Anaya hay
una preponderancia de este tipo de situaciones y ejercicios. En este caso el texto muestra
8 tipos diferentes de situaciones y ejercicios. El nimero de ejercicios y problemas es
inferior al de otras editoriales y deja aspectos por cubrir de la unidad.

Es el tercer texto con mas ejercicios, y el segundo (de cuatro) en variedad de
ejercicios. Es también el tercer texto en nimero de problemas. Por tanto, en este
descriptor no se puede afirmar que sea mas idoneo que el resto de los textos, ya que

queda tercero en todos los aspectos que se estan valorando.

6.6.1.3. Situaciones problema en 30 (3° de ESO Oxford)

Observamos en la tabla 24 que el texto de Oxford contiene 27 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 19 problemas y 8 ejercicios. Mas
de la mitad de ellos (16) se corresponde con el tipo 2 al igual que en los textos
precedentes hay una preponderancia de este tipo de situaciones y ejercicios. En este caso
el texto muestra 5 tipos diferentes de situaciones y ejercicios. El nimero de ejercicios y

problemas es inferior al de otras editoriales y deja aspectos por cubrir de la unidad.
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Es el ultimo texto en todos los indicadores que estamos valorando. Por tanto, en

este descriptor se puede indicar que es el menos idoneo de los libros estudiados.

6.6.1.4. Situaciones problema en 3SM (3° de ESO SM)

En la tabla 24 se advierte que el texto de SM contiene 44 ejercicios y problemas
sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 29 problemas y 15 ejercicios. Casi la mitad
de ellos (20) se corresponden con el tipo 2 al igual que en los textos anteriores. En este
caso el texto muestra 9 tipos diferentes de situaciones y ejercicios. Este texto cubre el
espectro mas amplio de tipos de situaciones.

Es el texto con mas situaciones — problema y mas variedad de estos, ademas de
ser el texto que mas problema propone.

Se puede afirmar que de entre los cuatro textos de tercero es el mas idoneo en este

descriptor.

6.6.1.5. Situaciones problema en 44AA (4° de ESO opcion A Anaya)

En la tabla 25 se muestran las situaciones — problema para los textos de 4° de
ESO de la opcion A. El libro de Anaya contiene para las medidas de dispersion 21
problemas y ejercicios de 6 tipos diferentes de problemas y ejercicios. Casi la mitad, 9 de
ellos, son de tipo 2, tal y como sucedia en los textos de 3° de ESO.

Es el libro con menos situaciones — problemas y con menos variedad, en este

nivel es probablemente el que bajo este descriptor presenta una idoneidad mas baja.
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6.6.1.6. Situaciones problema en 4AS (4° de ESO opcion A Santillana)

Observando la tabla 25 el texto de Santillana presenta 25 ejercicios y problemas
sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 18 problemas y 7 ejercicios. La mitad de
ellos (13) se corresponden con el tipo 2. Hay 7 tipos diferentes de situaciones y
gjercicios.

Este texto estd empatado con el siguiente en su propuesta de ejercicios, pero la
propuesta de este texto es menos diversa, por tanto, lo vamos a considerar en 3* posicion

para este descriptor de la idoneidad.

6.6.1.7. Situaciones problema en 440 (4° de ESO opcion A Oxford)

Se puede observar en la tabla 25 el texto de Oxford contiene 25 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion. Dentro de ellos 19 problemas y 6 ejercicios. Es
llamativo que en este caso tan solo se presentan 8 problemas o ejercicios de tipo 2. Hay 8
tipos diferentes de situaciones y ejercicios.

Es el segundo texto con mas ejercicios empatado con Santillana, pero presenta
mas variedad y una mejor distribucion de estos. Por tanto, se va a considerar como la

segunda opcion.

6.6.1.8. Situaciones problema en 4ASM (4° de ESO opcion A SM)

En la tabla 25 se puede observar que el libro de SM contiene 32 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion, todos ellos son problemas. 15 de ellos, casi la

mitad, son de tipo 2. Hay 7 tipos diferentes de situaciones y ejercicios.
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Este libro presenta una gran cantidad de problemas y bastante variados, por tanto,

podemos considerarlo como el mas idoneo en este aspecto para 4° de ESO opcion A.

6.6.1.9. Situaciones problema en 4BA (4° de ESO opcion B Anaya)

En la tabla 26 observamos que el libro de Anaya contiene 21 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion, 11 de ellos son problemas. 9, casi la mitad, son
de tipo 2. Hay 6 tipos diferentes de situaciones y ejercicios.

Este libro es el que presenta menos cantidad y variedad de ejercicios, por tanto, es

el menos idoneo para este descriptor.

6.6.1.10. Situaciones problema en 4BS (4° de ESO opcion B Santillana)

En la tabla 26 advertimos que el libro de Santillana contiene 24 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion, 21 de ellos son problemas. 12, la mitad, son de
tipo 2. Hay 7 tipos diferentes de situaciones y ejercicios.

Este libro, al igual que el anterior presenta pocos problemas y ejercicios y poco
variados, su idoneidad es algo més alta que la anterior, pero se situa en tercer lugar para

4° de ESO opcion B.

6.6.1.11. Situaciones problema en 4BO (4° de ESO opcion B Oxford)

En la tabla 26 se puede observar que el libro de Oxford contiene 43 ejercicios y
problemas sobre medidas de dispersion, 38 de ellos son problemas. 14, la tercera parte,

son de tipo 2. Hay 8 tipos diferentes de situaciones y ejercicios.
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Este libro presenta una gran cantidad de problemas y bastante variados, pero
menos que el siguiente texto, por tanto, en este caso consideramos que hay un empate

entre los textos de Oxford y SM.

6.6.1.12. Situaciones problema en 4BSM (4° de ESO opcion B SM)

Contamos en la tabla 26 que el libro de SM contiene 38 ejercicios y problemas
sobre medidas de dispersion, 33 de ellos son problemas. 16, casi la mitad, son de tipo 2.
Hay 10 tipos diferentes de situaciones y ejercicios.

Este libro presenta una gran cantidad de problemas y bastante variados, por tanto,
podemos considerarlo como el mas idéneo junto con el de Oxford en este aspecto para 4°
de ESO opcion B.

6.6.2. Lenguaje.

El descriptor de este elemento indica que para ser adecuado el lenguaje debe
“Usar diferentes modos de expresion (verbal, grafico, simbolico y conversiones entre los
mismos)” contener un “nivel de lenguaje adecuado a quienes se dirige” y una “propuesta
de situaciones de expresion e interpretacion.” (Godino, 2013, p.119)

Para evaluar este aspecto en los textos vamos a utilizar el lenguaje grafico, en el
que todos los textos presentan variedad, excepto los textos de 4° de Oxford (4A0 y 4BO)
y la cantidad de elementos lingiiistico evaluados en el apartado 6.5.2. y que se sintetiza en
la tabla 27.

De esta forma, para 3° de ESO los textos ordenados de mds idéneo a menos
idoneo serian: Con un empate en la primera posicion 3S, 30 y 3SM, con 11 elementos

lingtiisticos diferentes, y a continuacion 3A con tan solo 8.
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Para 4° de ESO opcion A: en primer lugar, tenemos 4AS y 4ASM, con 10
elementos lingiiisticos diferentes, a continuacion, 4AA con tan solo 8 y por ultimo 4A0
que a pesar de tener 10 elementos lingiiisticos diferentes no incluye graficos de los tres
tipos.

Para 4° de ESO opcion B: en primer lugar, tenemos 4BSM con 11 elementos
lingliisticos, a continuacion, 4BS, con 10 elementos lingiiisticos diferentes, después, 4BA
con tan solo 8 y por ultimo 4BO que a pesar de tener 10 elementos lingiiisticos diferentes
no incluye graficos de los tres tipos.

6.6.3. Elementos regulativos.

El descriptor de este elemento indica que para ser adecuado los elementos
regulativos deben contener una “presentacion de los enunciados y procedimientos
fundamentales del tema segun el significado de referencia y el nivel educativo.” (Godino,
2013, p.119)

Para evaluar este aspecto en los textos vamos a utilizar los conceptos y
procedimientos que se exponen en las tablas 30 y 34.

De esta forma, para 3° de ESO los textos ordenados de mds idéneo a menos
idoneo serian: En primer lugar, 3A con 10 conceptos y 6 procedimientos, en segundo
lugar, 3S con 11 conceptos y 4 procedimientos, en tercer lugar, 3SM con 7 conceptos y 6
procedimientos y por tltimo 30 con 4 conceptos y 3 procedimientos.

Para 4° de ESO opcion A: en primer lugar, tenemos 4AS con 11 conceptos y 5

propiedades, a continuaciéon, 4ASM con 7 conceptos y 6 procedimientos, en tercera
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posicion 4A0 con 8 conceptos y 4 procedimientos y finalmente 4AA que tan solo
presenta 6 conceptos y 4 procedimientos.

Para 4° de ESO opcion B: en primer lugar, tenemos un empate entre 4BS y 4BO
el primero con 11 conceptos y 5 procedimientos y el segundo con 9 conceptos y 7
procedimientos, en tercer lugar, 4BSM con 8 conceptos y 5 procedimientos, en ultimo
lugar 4BA con 6 conceptos y 4 procedimientos.

6.6.4. Argumentos.

El descriptor de este elemento indica que para ser adecuado los argumentos deben
tener como caracteristica la “Adecuacion de las explicaciones, demostraciones y
comprobaciones al nivel educativo al que se dirigen.” (Godino, 2013, p.119)

Para evaluar este aspecto en los textos vamos a utilizar los argumentos que se
exponen en la tabla 37, ya que los argumentos son adecuados al nivel, de nuevo
utilizaremos la cantidad de éstos para clasificar los textos.

De esta forma, para 3° de ESO los textos ordenados de mds idéneo a menos
idoneo serian: En primer lugar, 3A con 43 argumentos, en segundo lugar, 3SM con 38
argumentos y en ultimo lugar, empatados, 3S y 30 con 24 argumentos.

Para 4° de ESO opcion A: en primer lugar, tenemos 4ASM con 40 argumentos, a
continuacion, 4AS con 32 argumentos, en tercer lugar, 4AA con 30 argumentos y
finalmente 4A0 que tan solo presenta 23 argumentos.

Para 4° de ESO opciéon B: en primer lugar, se sitia 4BSM con 42 argumentos,

seguido de 4BO con 34 argumentos, 4BS con 32 argumentos y 4BA con 30.
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6.6.5. Relaciones.

El descriptor de este elemento indica que para ser adecuadas las relaciones deben
ser una “relacion y articulacion significativa entre los objetos matematicos puestos en
juego (situaciones, lenguaje, reglas, argumentos) y las distintas configuraciones en que se
organizan.” (Godino, 2013, p.119)

Para evaluar este aspecto en los textos vamos a utilizar las microestructuras
expositivas de la tabla 21, ya que en esta tabla se da cuenta de los elementos que estan
relacionados entre si a lo largo del texto.

De esta forma, para 3° de ESO los textos ordenados de mds idéneo a menos
idoneo serian: En primer lugar, empatados 3A y 3SM, a continuacion, 3S y por ultimo
30.

Para 4° de ESO opcién A: en primer lugar, tenemos 4ASM y 4AA, a
continuacion, 4AS y por ultimo 4A0.

Para 4° de ESO opcion B: en primer lugar, se sitia 4BO después 4BSM, 4BA y
4BS.

6.6.6. Resumen grafico.

Para comparar los textos se va a utilizar un grafico radial, en el que ordenaremos

los textos por el area que abarca cada uno.
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En los gréficos se ha incluido el area de cada poligono, se puede observar en la

figura 62 que la idoneidad epistémica sigue el siguiente orden de mayor a menor

idoneidad: 3SM, 3A, 3S y 30.
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Figura 63. Grdficos radiales para la idoneidad epistémica de los textos de 4° de ESO A

En los gréficos se ha incluido el area de cada poligono, se puede observar en la

figura 63 que la idoneidad epistémica sigue el siguiente orden de mayor a menor

idoneidad: 4ASM, 4AS, 4AA y 4A0.
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En los gréficos se ha incluido el area de cada poligono, se puede observar en la
figura 64 que la idoneidad epistémica sigue el siguiente orden de mayor a menor
idoneidad: 4BSM, 4BO, 4BS y 4BA.

6.7. Idoneidad cognitiva

En este apartado vamos a evaluar la idoneidad cognitiva de la ensefianza, algunos
apartados son dificiles de estudiar, puesto que el test que se ha realizado a los estudiantes
es post instruccion, pero vamos a intentar dar respuesta al mayor nimero posible.

6.7.1. Conocimientos previos.

El descriptor de este elemento indica que para analizar este apartado debemos
poner el foco en si “los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios para el
estudio del tema (bien se ha estudiado anteriormente o el profesor ha planificado su
estudio). Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar (tienen una dificultad
manejable) en sus diversas componentes.” (Godino, 2013, p.121)

En este caso, y al situar la unidad como ultima de los cursos 3° y 4° de ESO se
garantiza que los conocimientos previos son los adecuados, ya que se han trabajado las
unidades de aritmética, algebra y funciones, que proporcionan los conocimientos
necesarios para realizar las operaciones necesarias y las representaciones graficas
correspondientes para el andlisis de los datos que se les ofrecen.

Ademas de estos contenidos trabajados con anterioridad a lo largo del curso, los
estudiantes conocen algunos de los procedimientos que se trabajan en la unidad, como la

media, de su uso cotidiano.
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Por tanto, se puede afirmar que los conocimientos previos que tienen los alumnos
son adecuados.

Con respecto a la dificultad de estos, como se podremos observar en los
resultados de la prueba que se muestra en el siguiente capitulo, los contenidos acerca de
las medidas de tendencia central son facilmente alcanzables por los estudiantes, pero los
contenidos sobre las medidas de dispersion y su representacion grafica son mas
complejos para los estudiantes. Esto también se indicaba en la mayor parte de la
bibliografia expuesta en capitulos anteriores.

6.7.2. Adaptacion curricular.

El descriptor de este elemento indica que para analizar este apartado debemos
centrarnos en si “Se incluyen actividades de ampliacién y refuerzo. Se promueve el
acceso y el logro de todos los estudiantes.” (Godino, 2013, p.121)

Para ello vamos a observar la tabla 20 con las microestructuras para los capitulos,
y podemos ver que, aunque todos los textos proponen ejercicios finales y propuestas de
investigacion, que suelen ser actividades de ampliacion, no todos los textos proponen
actividades introductorias o mapas mentales que sirven para el refuerzo de contenidos,
estos textos, que serian menos idoneos bajo este descriptor serian 3A y 3S para 3° de
ESO, 4AA, 4AS y 4A0 para 4° opcion A 'y 4BA y 4BO para 4° de ESO opcion B.

6.7.3. Conclusiones.

Como hemos podido ver, los conocimientos previos del alumnado se ajustan a lo

necesario, siendo un punto de especial dificultad las medidas de dispersion, la mayoria de
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los textos presentan actividades de desarrollo y ampliacion, aunque algunos no presentan
actividades introductorias. Por ultimo, el modelo de evaluacion es mejorable para que el
estudiante tenga una retroalimentacion instantdnea que le permita mejorar su proceso de
aprendizaje, sin embargo, si que se evaluan las competencias y la oralidad por ley, asi
como se les da difusion a dichas calificaciones.

6.8. Idoneidad interaccional

En este caso no se ha estudiado la practica docente, por tanto, no tenemos unos
resultados para este apartado de idoneidad.
6.9. Idoneidad mediacional

En este apartado tratamos de evaluar los medios que proporcionan los libros de
texto y haremos algunos comentarios sobre la distribucion temporal que se utiliza en las
aulas habitualmente.

6.9.1. Recursos materiales.

El descriptor de este elemento indica que para estudiar este apartado el libro o el
profesor debe hacer “uso de materiales manipulativos e informaticos que permiten
introducir buenas situaciones, lenguajes, procedimientos, argumentaciones adaptadas al
significado pretendido. Las definiciones y propiedades son contextualizadas y motivadas
usando situaciones y modelos concretos y visualizaciones.” (Godino, 2013, p.125).

Para ello vamos a acudir a la tabla 15, en la que indicamos que libros de texto
emplean materiales informaticos adicionales, dando por supuesto, que en 3° de ESO y
para estas unidades finales en todos los centros se emplean calculadoras, que es el

material informdtico por excelencia en el aula de matematicas.
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En 3° de ESO 3S no ofrece ningin material y 3A lo hace via web, 30 y 3SM lo
ofrece a través de un CD que incluye el libro.

En 4° de ESO tanto en la opcion A como en la B todas las editoriales salvo
Santillana ofrecen CD con recursos digitales para favorecer la comprension y la practica
de la unidad.

6.9.2. Conclusiones.

En este apartado hemos visto que los libros de texto de algunas editoriales no
presentaban materiales informaticos adicionales. Sin embargo, en los nuevos textos los
cds estan desapareciendo frente al uso de plataformas propias con mucho material
interactivo que ademas facilita el seguimiento de su uso al profesorado, ya que cada
estudiante tiene su propia cuenta y sus logros se registran.

6.10. Idoneidad afectiva

En la idoneidad afectiva se evalia la implicacion de los estudiantes en su
aprendizaje. Para estudiar este apartado vamos a centrarnos en si las actividades y
problemas propuestos despiertan su interés y qué se puede hacer para despertarlo.

6.10.1. Intereses y necesidades.

El descriptor de este elemento indica que para estudiar este apartado en el libro de
texto “las tareas tienen interés para los alumnos Se proponen situaciones que permitan
valorar la utilidad de las matematicas en la vida cotidiana y profesional.” (Godino, 2013,

p.122)
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Para evaluar este aspecto vamos a acudir a las tablas 24, 25 y 26 y vamos a
utilizar el total de situaciones propuestas, ya que las situaciones, frente a los ejercicios,
estan contextualizadas y hacen referencia habitualmente al entorno de los estudiantes. Se
podria haber analizado también la presencia de graficos atractivos, pero este aspecto era
mas dificil de cuantificar, por tanto, se ha optado por analizar las situaciones.

En 3° de ESO los textos ordenados de mayor a menor nimero de situaciones —
problema son: 3S, con 30, 3A y 3SM con 29 y 30 con 20.

En 4° de ESO opcion A los textos ordenados de mayor a menor niimero de
situaciones — problema son: 4ASM, con 32, 4A0 con 20, 4AS con 18 y 4AA con 12.

En 4° de ESO opcion B los textos ordenados de mayor a menor nimero de
situaciones — problema son: 4BO, con 39, 4BSM con 33, 4BS con 21 y 4BA con 12.

6.10.2. Actitudes y emociones.

En este caso no se ha estudiado la practica docente, por tanto, no tenemos unos
resultados para este apartado de idoneidad.

6.11. Idoneidad ecologica

En este apartado, a pesar de que no nos focalicemos en un centro concreto,
podemos estudiar el ajuste de los libros de texto al curriculum.

6.11.1. Adaptacion al curriculo.

El descriptor de este elemento indica que para estudiar este apartado debemos
centrar nuestra atencion en si en el libro de texto “los contenidos, su implementacion y

evaluacion se corresponden con las directrices curriculares.” (Godino, 2013, p.126)
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Para evaluarlo vamos a utilizar las tablas 21, 22 y 23, en las que se mostraba si los
contenidos que se proponen como obligatorios en el curriculum se desarrollaban
correctamente en los libros de texto.

Con la informacion proporcionada por estas tablas podemos ordenar de mas a
menos idoneos los textos.

Para 3° de ESO tenemos: 3A y 3SM en primer lugar ya que exponen los 5
contenidos, 3S a continuacién y 30 finalmente.

Para 4° de ESO opciéon A: 4AA y 4SM en primer lugar ya que trabajan los 6
contenidos preceptivos, 4AS después que no trabaja el diagrama de caja, pero si los otros
cinco contenidos y finalmente 4AO que tan solo trabaja tres de los seis contenidos
preceptivos.

Para 4° de ESO opcion B: 4BO en primer lugar que trabajo los ocho contenidos
que indica la legislacion, seguido de 4BSM que trabaja siete de los ocho, después 4BA
con seis de los ocho contenidos y por ultimo 4BS que trabaja solo cuatro.

6.11.2. Apertura a la innovacion didactica.

El descriptor de este elemento indica que para ser mas idoneo en este apartado el
libro de texto debe presentar “integracion de nuevas tecnologias (calculadoras,
ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo.” (Godino, 2013, p.126).

Como hemos indicado anteriormente, el uso de calculadoras esta extendido a este
nivel completamente, por lo tanto, nos centramos en las propuestas digitales de las

editoriales.
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Para ello ponemos nuestra atencion en la tabla 15, en una de sus filas indicabamos
si las editoriales presentaban material informatico o no. Utilizando esta informacién
podemos ordenar las editoriales por cursos bajo el criterio de si ofrecen o no dicho
material.

En 3° de ESO 3S no ofrece ningin material y 3A lo hace via web, 30 y 3SM lo
ofrece a través de un CD que incluye el libro.

En 4° de ESO tanto en la opcion A como en la B todas las editoriales salvo
Santillana ofrecen CD con recursos digitales para favorecer la comprension y la practica
de la unidad.

6.11.3. Adaptacion socio — profesional y cultural. Educacion en valores.

El objeto de este estudio no es centrarse en estas caracteristicas de los textos, por
tanto, no vamos a desarrollar estos aspectos.

6.11.4. Conexiones intra e interdisplinares.

El descriptor de este elemento indica que para ser mas idoneo en este apartado en
el libro de texto se debe observar que “los contenidos se relacionan con otros contenidos
intra e interdisciplinares.” (Godino, 2013, p.126).

En los libros de texto esto suele darse Unicamente en las propuestas de
investigacion de final de capitulo o unidad. En la tabla 20 veiamos que todas las
editoriales presentan este tipo de actividades de ampliacion, por lo que no podemos
utilizarlo para discriminar los libros, entendiendo que todos plantean dicha

interdisciplinariedad.
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6.11.5. Conclusiones.

En este apartado hemos visto que no todos los libros se adaptan al curriculum
oficial o presentan material innovador, sin embargo, todos presentan actividades de
investigacion que favorecen la interdisciplinariedad.

Los textos ordenados de mayor a menor idoneidad por cursos serian:

Para 3° de ESO: 3A y 3SM empatados en primer lugar, a continuacién, 30 y 3S.

Para 4° de ESO opcion A: 4AA y 4SM en primer lugar, 4AS después y finalmente
4A0.

Para 4° de ESO opcién B: 4BO en primer lugar, seguido de 4BSM, después 4BA
y por ultimo 4BS.

6.12. Conclusiones generales sobre la idoneidad didactica

En este apartado vamos a realizar un gréafico radial como el que obteniamos en
6.6.6., en este caso vamos a representar las diferentes idoneidades con una escala de baja,
media, alta, muy alta. Comparando las diferentes areas que se generen podremos
comparar la idoneidad didactica de los diferentes libros de texto.

6.12.1. Idoneidad didactica de los libros de texto de 3° de ESO.

Los diagramas radiales para los libros de 3° de ESO son los siguientes:



CAPITULO 6

296

LA INVESTIGACION DE LIBROS DE TEXTO SOBRE LA DISPERSION

3A Idoneidad epistémica 35 Idoneidad epistémica

F  Areade ENOPQ = 19.02

—
Area de ENOPQ = 6.18
Idoneidad ecolagica £

Idoneidad cognitiva

idoneidad afegfiva Idoneidad mediacional tdoneldad afesfiva Idoneidad mediacional

| Idoneidad epistémica % }
30 3sM ¢ Idoneidad epistémica

Area de ENOPQ = 34.24

Idoneidad ecologica |_Areade ENOQR = 10.94

cognitva Idoneidad cognitiva

i N

idoneidad afegfiva - Idoneidad mediacional \doneldad afexfiva Idoneidad mediacional

Figura 65. Grdficos radiales para la idoneidad didactica de los textos de 3° de ESO

En la figura 65 podemos ver los diferentes libros de texto y sus graficos radiales:
38S, el texto de Santillana presenta una idoneidad mas baja que el resto, 30 presenta en
sentido ascendente una idoneidad baja — media, 3A muestra una idoneidad media y
finalmente el libro de SM, 3SM, que presenta una idoneidad alta o muy alta en
comparacion con el resto de los libros, ya que encabeza el ranking en casi todos los tipos

de idoneidades.
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6.12.2. Idoneidad didactica de los libros de texto de 4° de ESO opcion A.

Los diagramas radiales para los libros de 4° de ESO opcién A son los siguientes:
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Figura 66. Grdficos radiales para la idoneidad didactica de los textos de 4° de ESO A

En la figura 66 podemos ver los diferentes libros de texto y sus graficos radiales:

4A0, el texto de Oxford presenta una idoneidad mas baja que el resto, 4AA presenta en

sentido ascendente una idoneidad baja — media, 4AS muestra una idoneidad media — alta

y finalmente el libro de SM, 4ASM, que presenta una idoneidad muy alta en comparacion

con el resto de los libros, ya que encabeza el ranking en casi todos los tipos de

1doneidades.
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6.12.3. Idoneidad didactica de los libros de texto de 4° de ESO opcion B.

Los diagramas radiales para los libros de 4° de ESO opcidn B son los siguientes:
48 7 Idoneidad epistémica 485 : Idoneidad epistémica

L
Area de ENOPQ = 17.12

)
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Idoneidad epistémica

4BSM s Idoneidad epistémica
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Figura 67. Grdficos radiales para la idoneidad didactica de los textos de 4° de ESO B

En la figura 67 podemos ver los diferentes libros de texto y sus graficos radiales:
4BA, el texto de Anaya presenta una idoneidad mas baja que el resto, 4BS presenta en
sentido ascendente una idoneidad baja — media, 4BO y 4BSM presentan una idoneidad
didactica alta o muy alta, practicamente similares.
6.13. Potenciales conflictos semioticos

En esta parte del andlisis se van a diferenciar tres posibles tipos de conflictos
semioticos, los conflictos ocasionados por significados que deberian aparecer y no
aparecen en el texto, es decir, segn el curriculum deberian aparecer pero el libro de texto

no los incluye, esto genera que el alumno debiera construir un significado personal y
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definitivamente no lo haga, los conflictos ocasionados por significados confusos o cuyos
conceptos y propiedades no estan bien trabajados, y sus argumentos son pobres, no
articular bien los elementos de significado genera errores en la construccion del
significado personal del alumno, por ultimo los conflictos ocasionados por significados
bien trabajados, pero en los que los argumentos no ligan del todo bien diferentes
elementos de significado y puede generar problemas en la construccion de un significado
personal.

6.13.1. Potenciales conflictos semiodticos debidos a significados no incluidos.

Si no se trabaja un concepto este no se aprende, en este caso se puede considerar
que en realidad no surge un conflicto semiotico, sin embargo, esos conceptos son
preceptivos, es decir, el curriculum indica que se deben trabajar, desde esta perspectiva el
conflicto surge cuando, como vemos a continuacion, si surgen en actividades o ejercicios
o pruebas posteriores como la evaluacion inicial del curso siguiente y estos no se han
trabajado. También porque la ausencia de estos conceptos genera una falsa concepcion
acerca de ciertas nociones estadisticas.

En el capitulo 2 se introducia el curriculum, y en el apartado 6.4.2, en concreto en
las tablas 21, 22 y 23 se estudiaba si todos los contenidos que indicaba el curriculum se
incluian en los libros. Més tarde, en el analisis de significado se observa al igual que en
las tablas anteriores, que todos los libros no presentan los mismos contenidos.

En dichos apartados se observaba que para 3° de ESO, los textos 3S y 30 no

incluian la interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica y la comparacion de
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distribuciones, perdiendo una oportunidad de generar un significado més completo al
trabajar la aplicacion practica de dichos conceptos. De hecho, esto genera que 30 no
incluya el coeficiente de variacion, generando una pérdida con respecto a los significados
que un alumno de 3° de ESO debe construir. Esto redunda también en los elementos de
significado, ya que 30 no incluye los elementos lingiiisticos referentes a la comparacion,
tampoco las propiedades, situaciones, procedimientos, ni los argumentos que ligan a unos
con otros.

En 4° de ESO opcion A, 4AS no incluye la comparacion de distribuciones en el
texto, lo incluye en un ejercicio del final de tema que queda a discrecion del profesor
realizar o no, en 4A0 no se incluye ni la comparacion de distribuciones ni el diagrama de
caja. Segun el curriculum uno de los significados que debe construir el alumno es el de
diagrama de caja, por tanto, los alumnos que cursen 4° opciéon A no construirian este
significado, generando cierta carencia instruccional en su formacion estadistica en el paso
por la secundaria obligatoria. Como en 3° de ESO, esto se refleja en la variedad de
lenguaje, procedimientos, conceptos y argumentos puestos en juego, ya que el diagrama
de caja da la oportunidad de ver mas alld de la dupla media y desviacion tipica para
resumir los datos, aportando una herramienta de comparacion de distribuciones que
enriquece la cultura estadistica que adquiere el alumno.

En 4° de ESO opcion B, tan solo 4BO incluye el estudio de los valores atipicos y
sus consecuencias sobre las medidas a utilizar para resumir la informacion de una
distribucion de datos, indicando que en dicho caso la media y el rango intercuartilico son

mejores indicadores resumen. Esto genera en el alumno la falsa idea de que pase lo que
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pase la media y la desviacion tipica son los mejores pardmetros para resumir una
distribucion de datos. Este curso es quizé el que mas problemas de este tipo genera, ya
que como se indica, tan solo 4BO presenta el curriculum al completo.

6.13.2. Potenciales conflictos semidticos debidos a significados incompletos.

Si como se indicaba en el apartado anterior, los conflictos semidticos a causa de
que no aparezca un concepto son graves, también lo son los debidos a significados
incompletos o mal trabajados. Tenemos significados incompletos cuando se introduce un
concepto, pero no va ligado a un procedimiento, sus propiedades y sus argumentos, o
cuando alguno de ellos es deficiente. Este tipo de conflictos semidticos genera en el
alumno significados erroneos. En el anterior, el problema era la carencia de generacion
de un significado personal debido a un concepto inexistente pero que debia aparecer,
ahora por contraste, el significado personal se genera, pero lo hace de forma
desestructurada o incompleta, generando problemas de comprension.

En 3° de ESO, lo méas llamativo es el concepto de rango en 3S, que no va a
asociado a su procedimiento. En la tabla 30 se observaba que, si se introduce la
definicion de forma completa, tanto de forma textual como de férmula, sin embargo, en
la tabla 34 no aparece el procedimiento, aunque es cierto que el calculo del rango es
sencillo, hay que indicar que es uno de los contenidos preceptivos, y por tanto, al menos
estos hay que trabajarlos de forma completa y correcta.

En 4° de ESO opciéon A, se ha observado que en 4AS el concepto y

procedimiento, asi como el resto de elementos de significados asociados al diagrama de
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caja se trabajan de manera defectuosa, se introduce al final y no se realiza la exposicion
de manera correcta, obviando el rango intercuartilico y los valores atipicos que quedan
fuera del bigote, en la figura 57 se evidencia la diferencia entre un texto que lo introduce
de forma correcta y 4AS, que lo hace de forma bastante deficitaria, esto genera un
conflicto semiotico ya que el alumno no va a ser capaz de representar el diagrama de caja
de forma correcta con la explicacion dada por el libro. Otro concepto que aparece de
forma pobre en este nivel es el coeficiente de variacion en 4A0, ya se observaba que este
es un parametro algo mas dificil de utilizar, ya que sirve para comparar distribuciones y
por tanto que no aparezca el procedimiento asociado a este concepto dificulta en gran
parte el uso del pardmetro en situaciones — problema.

En 4° de ESO opcion B los libros son mas completos, y aunque tienen carencias a
la hora de incluir contenidos, los que presentan lo hacen de forma completa. Cuando se
analiza el libro de 4° de ESO opcion B, la sensacion que puede tener el lector es que los
autores se toman mas seriamente la correccion de contenidos, presentando todos los
contenidos de forma completa, que en los demés niveles. Esto no los libra, como se veia
en el apartado anterior, de no incluir todos los contenidos que segin el curriculum son
preceptivos a este nivel.

6.13.3. Potenciales conflictos semidticos debidos a falta de argumentos.

La falta de argumentos genera que unos elementos de significado no se unan
correctamente a otros, generando significados personales aislados, pero no estructurados

en el alumno. El principal conflicto semidtico que se encuentra en los textos es por falta
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de argumentos deductivos ya sean verbales o algebraicos, aunque mucho mas estos
ultimos.

En el analisis se ha mostrado la gran cantidad de féormulas que aparecen para la
varianza y la desviacion tipica tal y como ya presentaban Estepa y Ortega (2005b). Estas
formulas se pueden resumir en 4 para la varianza y 4 para la desviacion tipica. Dos serian
para datos agrupados y dos para datos sin agrupar, y en cada bloque se tendria una
simplificada y otra sin simplificar.

Sin embargo, el problema surge de la falta de argumentos para pasar de unas a
otras y para explicar sus caracteristicas esenciales, lo que puede generar un conflicto
semiodtico al no explicar al alumno por qué son equivalentes, cuando el alumno tiene los
conocimientos algebraicos suficientes para entender la equivalencia entre ecuaciones, por
tanto, la ausencia de argumentos deductivos de tipo algebraico deja algunas formulas
vacias de sentido y confunde al alumno que no las relaciona. La simplificacion se

muestra en la figura 68 donde la unica dificultad es el desarrollo de un binomio cuadrado.
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Figura 68. Simplificacion de la formula de la varianza. (Baron, 1998)

Otro de los problemas que genera el amplio espectro de formulas es un exceso de
lenguaje notacional no argumentado, como se ha visto y remarcado con anterioridad se
emplean las letras s?> y o sin indicar sus diferencias. El problema que esto genera es que
en el curso 2016-2017 se estan reemplazando los libros de texto y podemos encontrar
centros con un texto para 1°y 3° de ESO, otro para 2° y 4° de ESO y otra editorial en
bachillerato. El alumno, a lo largo de los cursos trabaja con diferente notacion que no esta
bien argumentada y se presta a confusion, sin embargo, el alumno trabaja en los temas de
estadistica los conceptos de muestra y poblacién, y de nuevo, puede perfectamente
entender la diferencia, incluso puede ser un buen camino para introducir situaciones de
muestreo e inferencia.

6.14. Dimension normativa

Indicdbamos con anterioridad que para iniciar un estudio de la dimension
normativa proponemos entre otros:

e FEl objetivo de la dimensién normativa debe ser también mejorar los
procesos para ello se deben fijar también unos criterios de idoneidad
didactica.

e Un criterio de idoneidad didactica es una regla de correccidon que indica
como debe ser un proceso de instruccion, que deben ser consensuadas por

la comunidad cientifica.
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Por tanto, y aunque no se analicen aqui las diferentes facetas de la dimension
normativa vamos a realizar unas pequefias propuestas para mejorar la idoneidad
didactica.

Para que los textos mejoren sus valores en la idoneidad didéctica deberian cefiirse
al curriculum oficial, con un correcto desarrollo de microestructura. Deberian incluir un
nimero adecuado de situaciones problema contextualizadas que sean de interés y
motiven al alumnado. Deben incluir elementos informaticos interactivos que sirvan de
actividades de refuerzo y ampliacion. Ademads, debe favorecer la intra e
interdisciplinariedad.

Por ultimo y para que la unidad se pueda trabajar con unos tiempos correctos se
deberia cambiar el orden de esta y adelantarla en algunos cursos, de forma que se puedan
abordar las dificultades que surgen con mas tranquilidad.

6.15. Conclusiones

En este capitulo se han realizado cuatro tipos de analisis, un analisis cualitativo de
los textos, un estudio de la macroestructura, un andlisis de la microestructura y un andlisis
de los elementos de significado y de la idoneidad didactica, cada uno de ellos aporta unas
conclusiones diferentes.

En el andlisis cualitativo se tuvieron en cuenta algunos aspectos que indicaban
autores como Mikk (2000) e incluso el breve resumen que realizaba el autor de esta tesis
en el capitulo 3 para evaluar los libros. Los profesores no siempre se guian por este tipo

de pautas, muchas veces también influye la amistad con el comercial, la tradicion del
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centro, o lo que ofrezca la editorial, asi como el ideario en centros privados y
concertados, sin embargo, era un analisis que a la vista es interesante y aporta algunas
ideas de en qué aspectos se centran mas unas y otras editoriales.

En el andlisis de la macroestructura se ha observado, por una parte, la estructura
capitular de los libros de texto, donde se aprecia que los temas de estadistica estan en
todos los textos trabajados en ultimo lugar, esto, unido a un curriculum bastante cargado
en secundaria y a las propias caracteristicas del alumnado, genera que cuando no queda
tiempo los temas que se quedan sin trabajar son los de estadistica. El otro andlisis
realizado sobre la macroestructura ha sido el porcentaje dedicado a cada bloque de
contenidos, donde se observa que el porcentaje del libro dedicado al bloque de estadistica
es bajo en 3° de ESO y 4° opcion A, pero que crece para ponerse a la par de otros bloques
en la opcion B.

En el analisis de la microestructura se articulan también dos sub analisis, por una
parte, el estudio de los diferentes elementos que presentan los capitulos del libro, sin
llegar a la profundidad de la matriz de Rivers (1990) en la que se analiza
exhaustivamente la filosofia y tendencias del libro, da una idea del énfasis que ponen los
diferentes textos en el trabajo sobre ideas previas, el resumen final, o las lecturas de
textos historicos. En este andlisis se aprecia que algunas editoriales como Santillana, no
trabajan las actividades iniciales, y otros como Anaya u Oxford para 4° de ESO no
incluyen restimenes finales, dejando ese trabajo en manos del maestro, que puede no
hacerlo si no tienen un material propio. El segundo andlisis que se hizo de la

microestructura era el estudio de si los contenidos que indica el curriculum segun el
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capitulo 2 se trabajaban con la estructura exposicion-ejemplo-actividad, obteniendo como
resultado que la mayoria de los libros no lo hacen e incluso omiten contenido curricular
obligatorio, generando posibles conflictos semidticos como se ha indicado en el apartado
anterior.

Por ultimo, se ha realizado un andlisis de los elementos de significado y de la
idoneidad didactica que se utilizan en los textos bajo el EOS. En este andlisis, ademas de
contribuir a dar un significado pretendido para la institucién secundaria de las medidas de
dispersion, se han encontrado numerosos conflictos semiodticos potenciales, debido a tres
posibles causas, significados que no aparecen, como ya se indicaba en el parrafo anterior,
significados incompletos y a falta de argumentos, este ultimo vinculado sobre todo a
transformaciones algebraicas que se hacen sin dar los pasos necesarios y que generan un
inexplicable ecosistema de ecuaciones referidas a un mismo concepto, de forma mal
articulada, que ocasionan mas perjuicio que beneficio sobre el alumno.

En el proximo capitulo se analizara, a través de un cuestionario, como afectan
algunos de estos problemas a la instruccion, con un analisis de lo que los alumnos

aprenden utilizando diferentes textos.



Para la mayoria de los estudiantes la
estadistica es un tema misterioso
donde operamos con numeros por
medio de formulas que no tienen
sentido.

Graham.

Capitulo 7
Evaluacion del conocimiento de los estudiantes.

7.1. Introduccion

A lo largo de este capitulo se va a abordar un cuestionario sobre el conocimiento
de los alumnos de las medidas de dispersion. Para ello se va a elegir una muestra sobre la
que realizar la prueba, eligiendo a la vez un curso en funcion del cuestionario a pasar. Se
construiran unas preguntas, teniendo en cuenta lo que los alumnos deben conocer en ese
nivel sobre medidas de dispersion segiin la ley actual (MECD, 2013) y para ello se
utilizaran items ya validados.
7.2. Eleccion de la muestra

Como el cuestionario es exploratorio, la muestra es intencional y responde a los
criterios de accesibilidad y disponibilidad por parte del autor de ésta.

Partiendo de que el autor de la tesis conocia a varios profesores de la provincia de
Jaén debido a su experiencia como docente, se les pidid participar en el cuestionario a 15
docentes de la provincia. Sin embargo, la mayoria declinaron participar en el mismo
debido a que uno de los requisitos era haber trabajado la unidad de estadistica y la mayor

parte de ellos no lo habian hecho.



TESIS DOCTORAL

309

JESUS DEL PINO RUIZ

7.2.1. Descripcion de la muestra.

Finalmente, la muestra estad constituida por 38 alumnos, de tres grupos diferentes,
dos de la opcion académica y uno de la opcion aplicada de un mismo centro.

14 son chicos y 24 chicas. 13 estudiantes cursan la opcion aplicada y 25 la opcion
académica. 8§ estudiantes estan repitiendo 3° de ESO, 30 no. Hay 14 alumnos con 14 afios,
17 alumnos con 15 afios y 7 alumnos con 16 afos.

7.3. Construccion del cuestionario

Para la construccion del cuestionario se ha elegido el modelo en el que se utilizan
items ya validados en otros estudios, debido a que el proceso de validacion de los items
de un cuestionario propuesto en Batanero y Diaz (2005) es muy extenso en el tiempo se
ha optado por un modelo abreviado, que consiste en la eleccion de items ya validados en
otras investigaciones.

Por tanto, en la construccion se va a recurrir a la base de datos ARTIST de
Garfield, delMas, y Chance (2003) que tienen elaborados y validados numerosos items.

7.3.1. Seleccion de contenidos a evaluar.

Para la seleccion de los contenidos a evaluar, después de sopesar varias opciones,
se ha valorado que lo ideal es utilizar los estindares de aprendizaje evaluables (en
adelante EAE) del MECD (2015b) que se indicaban en el capitulo 2, ya que los EAE
indican como elemento curricular lo que el alumno debe saber al acabar el curso, en ese
sentido son terminales, y a su vez son evaluables, ya que el objetivo de la LOMCE era

poder hacer evaluaciones externas mediante la revalida, aunque actualmente esta parte se
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encuentra en suspenso. Para apoyar una mejor descripcion se apoyard a su vez en los
contenidos. Se utiliza este sistema por dos motivos:

- El curso que se plantea evaluar es un curso donde ya estd implantada la
LOMCE.

- A pesar del cambio normativo, la Uinica diferencia existente entre la anterior
ley y esta es la introduccion del diagrama de caja, y en consecuencia del rango
intercuartilico, en 3° de ESO, cambio que se tendra en cuenta.

La propuesta de EAE e items para evaluar se puede ver en la tabla 38

Tabla 38. Propuesta inicial de contenidos a evaluar

EAE/Contenidos

Calcula los parametros de dispersion (rango, recorrido intercuartilico y desviacion tipica)

Célculo e interpretacion de los pardmetros de dispersion de una variable estadistica (con
calculadora y hoja de célculo) para comparar la representatividad de la media y describir los datos
Emplea la calculadora y medios tecnologicos para organizar los datos, generar graficos
estadisticos y calcular parametros de tendencia central y dispersion.

Emplea medios tecnologicos para comunicar informacion resumida y relevante sobre una variable
estadistica analizada.

Diagrama de caja y bigotes.

Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica.

Desglosando los diferentes EAE y contenidos los diferentes aspectos que se van a

evaluar son los siguientes:

- Concepto y procedimiento de calculo de rango, varianza, desviacion tipica,
mediana, cuartiles, maximo, minimo, recorrido intercuartilico, grafico de la
caja, coeficiente de variacion.

- Interpretacion de la desviacion tipica, haciendo hincapié en la interpretacion

conjunta de la media y la desviacion tipica.
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- Las siguientes propiedades de las medidas de dispersion: la desviacion tipica
es cero cuando todas las medidas son iguales, la desviacion tipica es
invariante ante cambio de origen, la desviacion tipica es definida positiva.

Los items que se escogen pertenecen a los archivos de ARTIST solicitados a
Robert delMas a través de su pagina web, en concreto se han seleccionado de las bases de
datos “medidas de dispersion” y test CAOS (Comprehensive Assessment of Outcomes in
a first Statistics Course). A pesar de que estos cuestionarios tienen por objetivo evaluar
en algunos trabajos los conocimientos previos y en otros los posteriores a una instruccion
de alumnos de cursos introductorios, muchos de los items valen perfectamente para
alumno de la secundaria espafola.

En la tabla 39 se proponen diferentes items para evaluar estos aspectos.

Tabla 39. Propuesta de items

Variable ftem

Calcular Rango La Agencia de Proteccion Ambiental (EPA) utiliza una medida
llamada Indice de Normas de Contaminantes (PSI) para medir
la calidad del aire en una ciudad. Una lectura de PSI de mas de
100 indica un dia cuando la calidad del aire se considera
insalubre. Las mediciones representan el niimero de dias en
1995 en que la ISP fue de mas de 100 para veinte areas
metropolitanas en el Medio Oeste de los Estados Unidos.

0 1 4 7 4 1 2 1 4 1
2 4 5 3 1 14 7 0 0 1

1. Calcula la media, la mediana, la desviacion tipica, el rango y
el recorrido intercuartilico.
2. Realiza un diagrama de caja

Recorrido Figura en otras cuestiones

intercuartilico

Desviacion 1. Para cada lista de datos que se presentan a continuacion
tipica selecciona la mejor estimacion para la desviacion estandar. La

media de cada lista es 50. No se requieren calculos para
responder a estas preguntas.
LISTA A: 49,51, 49, 51, 49, 51, 49, 51, 49, 51
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Variable ftem
A1
B. 2
C. 5
LISTA B: 31, 36, 48, 50, 50, 53, 54, 56, 60, 62
A1
B. 3
C. 8
D. 20

Interpreta Rango

Recorrido
intercuartilico

Desviacion
tipica

2. Los siguientes datos representan el resultado de un test de
inteligencia medido del 1 al 10.

Resultado del test 5 6 7 8

O

10

Numero de personas 12 124 |38 |23 |2

Calcula la desviacion tipica
Se toma una muestra de las medidas de las patas de un grupo
de o0sos. Se obtienen los siguientes parametros. Media = 12,8
cm, mediana = 12,7 cm, desviacion tipica = 1,4 cm, recorrido
intercuartilico = 2 cm. La distribucion esta centrada y es
simétrica. Basandose unicamente en esta informacion, elija las
mejores estimaciones para los valores minimo y maximo de la
distribucion.

A. Min = 11,4y maximo = 14,2

B. Min = 10,7 y méaximo = 14,7

C. Min = 8,6 y maximo = 17,0
(Viene del grafico de caja de mas abajo) Si se extrajeron los
valores atipicos del conjunto de datos de vehiculos small, ;cual
de las siguientes medidas de dispersion se veria menos
afectada?

A. Rango.

B. Recorrido intercuartilico.

C. Desviacion tipica

D. Ninguna de las anteriores.
1. Una clase de 30 alumnos realiza un test con 15 preguntas. Si
la desviacion tipica es O tu sabes que:

A. La mitad de las puntuaciones estan por encima de la

media.
B. Se ha cometido un error en las cuentas.
C. Todos han contestado de forma correcta el mismo
numero de preguntas.
D. Lamedia, la moda y la mediana deben ser 0

2. En un examen con 15 preguntas, para cada una, un
estudiante recibe un punto por una respuesta correcta; 0 puntos
sin respuesta; y pierde un punto por una respuesta incorrecta.
Las puntuaciones totales de las pruebas podrian oscilar entre
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Variable ftem

+15 puntos y -15 puntos. El profesor calcula la desviacion
tipica de los resultados de las pruebas y obtiene que es -2.30.
(Qué sabemos?
A. La desviacion estandar se calculd incorrectamente.
B. La mayoria de los estudiantes recibieron puntuaciones
negativas.
C. Lamayoria de los estudiantes obtuvo calificaciones por
debajo de la media.
D. Ninguna de las anteriores.

3. (El tamafio de la desviacion tipica de un conjunto de datos
depende de donde esta la media?
A. Si, cuanto mayor sea la media, mayor sera la
desviacion tipica
B. Si, porque hay que saber la media para calcular la
desviacion tipica
C. No, el valor de la desviacion tipica no se ve afectado
por el valor de la media
D. No, porque la desviacion tipica es medir como los
valores difieren de unos a otros.

4. ;Puede la desviacion tipica ser negativa? ;Por qué? Explica
tu respuesta

5. Supongamos que estas en una empresa de cereales y estas
llenando cajas de cereales y controlando los pesos de las cajas
para propositos de control de calidad. Explica por qué es buena
una pequefia desviacion tipica de pesos.

6. Juana y Pablo estan estudiando los dos conjuntos de datos
siguientes. Conjunto de datos A: 110, 112, 114, 115, 116, 118.
Conjunto de datos B: 2, 6, 15, 28, 59, 112.
Para el conjunto de datos A, Juana y Pablo encuentran que la
desviacion tipica de la muestra es 42, mientras que la
desviacion estandar de la muestra para el conjunto de datos B
es 3. Han cometido un error en sus calculos. Explique por qué
sabe que la desviacion tipica de la muestra para el conjunto de
datos A debe ser menor que la desviacion estandar de la
muestra para el conjunto de datos B SIN CALCULAR las
desviaciones tipicas.
Compara Media y 1. Considera dos poblaciones en la misma provincia. Ambas
desviacion tipica poblaciones son del mismo tamafio (22.000). La poblacion 1
esta formada por todos los estudiantes de la universidad estatal.
La poblaciéon 2 se compone de todos los residentes en una
pequeiia ciudad. Considere la variable Edad. ;Qué poblacion
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Variable ftem

probablemente tendria la mayor desviacion estandar?

A. La poblacion 1 tendria mas probablemente una mayor
desviacion tipica que la poblacion 2.

B. La poblacion 2 tendria mas probabilidad de tener
una mayor desviacion tipica que la poblacion 1.

C. Probablemente tendrian la misma desviacion tipica)
para la edad porque tienen el mismo tamafio de
poblacion.

D. No hay suficiente informacion para contar.

2. De las tres muestras que se presentan a continuacion ;cual
tiene una mayor variacion?

Sample 1:10,11,12, 13,14, 15
Sample 2: 10, 10,10, 15,15, 15
Sample3:10,12.5,12.5,12.5,125,15

Diagrama Caja y bigotes 1. Se presenta el siguiente diagrama de caja sobre la
de aceleracion de 0 a 50 km/h de varios coches. Los coches
también se clasificaron en seis categorias segun el tipo.

— e
e
st . T -
oy — i
large — —ED
femily — —::ii

| T T
25 335 4.5

acc 0-30

(Qué tipo de coche tiene el recorrido intercuartilico méas
pequefio para la aceleracion?
A. Upscale.
Sports.
Small.
Luxury.
Large.
Family.

type

mTmoaw

2. Los dos diagramas de caja siguientes muestran los resultados
a un mismo examen de dos grupos del mismo curso.
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Variable

item

Section & — | —-
Section B
I N NN I N N AN T T T N T A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150
Exara Scores

2.1. ;Qué seccion esperaria tener una mayor desviacion
estandar en las calificaciones de los examenes?

A. Seccion A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.

D. Es imposible decirlo.
2.2.;Qué conjunto de datos tiene un mayor porcentaje de
estudiantes con calificaciones iguales o inferiores a 30?

A. Seccion A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.

D. Es imposible decirlo.
2.3.;Qué seccion tiene un mayor porcentaje de
estudiantes con calificaciones iguales o superiores a 80?

A. Seccion A.

B. Seccion B.

C. Ambas secciones son casi iguales.

3.- (Cual de los tres diagramas de caja que se adjuntan se
corresponde a los datos mostrados en el siguiente histograma?

20 4

15 4

10

—HZC0O

5 -

=

I i T 1 UL 1 I

2 3 4 5 6 7 8 9 101
Hours of Sleep
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Variable ftem

Al » —L 1T+

-
—

—

] s T b4
4 5 6 7 8 9 10 11

-

e B
2 3

Se han sefialado en negrita las respuestas correctas.

7.3.2. Elaboracion del cuestionario.

Una vez realizada la propuesta de contenidos a evaluar y una primera propuesta
de items se van a seleccionar algunos de estos para el test atendiendo dos cuestiones, en
primer lugar, que se cubran todos los contenidos a evaluar, en segundo lugar, que sean
aptos para los alumnos de dicho curso, es decir, se primaran ejercicios que se parezcan a
las situaciones — problema que se estudiaban en el capitulo anterior y ademas se tendra en
cuenta que deben favorecer también el razonamiento del alumno, para poder apreciar el
conocimiento sobre las medidas de dispersion. Para que sean aptos los ejercicios se van a
contextualizar siguiendo un modelo mas similar al de los libros de texto. Igualmente, la
longitud del test no debe ser excesiva para que se pueda realizar en 45-50 minutos, que es
el tiempo del que se dispondra para realizar el mismo.

Con estas condiciones se propone el siguiente cuestionario.
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1.- Actualmente las autoridades estdn muy preocupadas por el medioambiente, como
sabéis, esta situacion es especialmente critica en Madrid. Alli las autoridades comprueban el
exceso de particulas contaminantes. Los dias en los que las medidas de ciertas particulas han sido

excesivas durante los ultimos 20 meses vienen dados en la siguiente tabla.

a) Calcula la media, la mediana, la varianza, la desviacion tipica, coeficiente de variacion,
el rango y el recorrido intercuartilico.

b) Realiza un diagrama de caja

En esta cuestion que se ha contextualizado a la polucion de la ciudad de Madrid,
se evalua el célculo del rango, la varianza, la desviacion tipica el recorrido intercuartilico
y la representacion en diagrama de caja. Se ha introducido con respecto al de ARTIST el
calculo de la varianza, ya que se puede introducir como paso normal para el calculo de la
desviacion tipica y el coeficiente de variacion, ya que se aprovecha el célculo de la media
y la desviacion tipica para realizar este calculo. Es una cuestion numérica, que exigira
una posterior categorizacion de las posibles respuestas. Estd obtenido a partir de la
primera propuesta de la tabla 39. Este item junto con todos los de célculo intenta indagar
en la propuesta de Hart (1983) que indicaba que hallar las medidas de dispersion es
complicado para los estudiantes que cursan por primera vez estadistica, a ello afiladimos
que los profesores subestiman esta dificultad como explicaba Gardfield (1995).

2.- De las tres muestras que se presentan a continuacion, ;jcudl tiene una mayor

dispersion?
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Sample 1:10,11,12, 13,14, 15
Sample 2: 10, 10,10, 15,15, 15
Sample3:10,12.5,12.5,12.5,125,15

En este item el alumno debe utilizar el coeficiente de variacion para comparar las
dos distribuciones, por tanto, evalia los siguientes conocimientos, calculo de la
desviacion tipica, calculo del coeficiente de variacion, comparaciéon de distribuciones
utilizando la media y la desviacion tipica. Como las medias son similares, también se
puede realizar comparando solo las deviaciones tipicas, siempre que se argumente de
forma correcta esa solucién también se considerara valida. En este caso, también se
deben categorizar las respuestas. Se obtiene de la cuestion 13 de la tabla anterior tal cual
estd formulada. Este tipo de ejercicio va en linea con el propuesto por Sanchez y Orta
(2013) en los que se usan de forma conjunta medidas de tendencia central y dispersion
para comparar distribuciones.

3.- Los siguientes datos representan el resultado de un test de inteligencia medido del 1 al

10. Calcula la varianza y la desviacion tipica

Resultado del test 5 6 7 8 9 10
Numero de personas 12 24 38 23 2 1

En este item se evalia el célculo de la varianza y la desviacion tipica para datos
expresados en una tabla de frecuencias absolutas. Este item se extrae de la tercera
propuesta de la tabla 39, afiadiendo el calculo de la varianza, necesario para obtener la
desviacion tipica.

4.- Una clase de 30 estudiantes realiza un test con 15 preguntas. Si la desviacion tipica de
las puntuaciones obtenidas por cada estudiante en dicho test es 0 sabes que:

A. La mitad de las puntuaciones estan por encima de la media.
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B. Se ha cometido un error en las cuentas.

C. Todos han contestado de forma correcta el mismo niimero de preguntas.

D. La media, la moda y la mediana deben ser 0

5.- En un examen con 15 preguntas, para cada una, un estudiante recibe un punto por una
respuesta correcta; 0 puntos sin respuesta; y pierde un punto por una respuesta incorrecta. Las
puntuaciones totales de las pruebas podrian oscilar entre +15 puntos y -15 puntos. El profesor
calcula la desviacion tipica de los resultados de las pruebas y obtiene que es -2.30. Estamos
seguros de que:

A. La desviacion estandar se calculd incorrectamente.

B. La mayoria de los estudiantes recibieron puntuaciones negativas.

C. La mayoria de los estudiantes obtuvo calificaciones por debajo de la media.

D. Ninguna de las anteriores es verdadera.

6.- En el ultimo examen la media de la clase ha sido un 4. Preocupado por la situacion, el
profesor decide sumarles dos puntos a todos los alumnos. ;Afecta esta suma a la desviacion
tipica?

A. Si, cuanto mayor sea la media, mayor sera la desviacion tipica

B. Si, porque hay que saber la media para calcular la desviacion tipica

C. No, el valor de la desviacion tipica no se ve afectado por el valor de la media

D. No, porque la desviacion tipica no cambia si cambian todas las puntuaciones por
sumarle la misma cantidad.

7.- (Puede la desviacion tipica ser negativa? ;Por qué? Explica tu respuesta

Los items del 4 al 7 exploran las propiedades de la desviacion tipica. En este caso

las cuestiones tienen respuesta tipo test salvo la 7. Se corresponden con los item 6 — 9 de
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la tabla 39 tal cual han sido formuladas en la propuesta. En estas cuestiones se ahonda en
la comprension del alumnado sobre la desviacion tipica ya que en la mayoria de los
estudios previos se recoge como, por ejemplo, en Dubreil-Frémont, Chevallier-Gaté, y
Zendrera (2014), Turegun (2011) u Ortega y Estepa (2006).

8.- Considera dos poblaciones en la misma provincia. Ambas poblaciones son del mismo
tamafio (22.000). La poblacion 1 estd formada por todos los estudiantes de la universidad estatal.
La poblacion 2 se compone de todos los residentes en una pequena ciudad. Considere la variable
Edad. ;Qué poblacion probablemente tendria la mayor desviacion estandar?

A. La poblacion 1 tendria mas probablemente una mayor desviacion tipica que la
poblacion 2.

B. La poblacion 2 tendria mas probabilidad de tener una mayor desviacion tipica que la
poblacion 1.

C. Probablemente tendrian la misma desviacion tipica para la edad porque tienen el
mismo tamafio de poblacion.

D. En el enunciado no se da suficiente informacion.

El item 8 evalua la interpretacion de la desviacion tipica, asi como la comparacion
de distribuciones, en este caso sin datos, con lo cual exige un razonamiento mas profundo
al estudiante. Se corresponde con la cuestion 12 de la tabla 39 y se ha formulado de la
misma forma que esta propuesta. Este ejercicio y el siguiente examina las ideas de cultura
cientifica que desarrollan autores como Gardfield (1999), Watson (2006) o Batanero et al.
(2013)

9.- Juana y Pablo estan estudiando los dos conjuntos de datos siguientes. Conjunto de

datos A: 110, 112, 114, 115, 116, 118. Conjunto de datos B: 2, 6, 15, 28, 59, 112.
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Para el conjunto de datos A, Juana y Pablo encuentran que la desviacion tipica de la

muestra es 42, mientras que la desviacion estandar de la muestra para el conjunto de datos B es 3.

Los dos han cometido un error en sus calculos. Explique por qué sabe que la desviacion tipica de

la muestra para el conjunto de datos A debe ser menor que la desviacion tipica de la muestra para

el conjunto de datos B SIN CALCULAR las desviaciones tipicas.

En este caso el item evalta la interpretacion de la desviacion tipica, pero también

estd relacionada con la evaluacion de la interpretacion de otras medidas de dispersion

como el rango. Se corresponde a la cuestion 11 de la tabla 39, formulada tal cual aparece

en la misma.

10.- ;Cual de los tres diagramas de caja que se adjuntan se corresponde a los datos

mostrados en el siguiente histograma?
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En este item se evalua la traduccion de datos de un grafico a otro, en la misma

unidad los alumnos han estudiado los histogramas, en este ejercicio se pretende evaluar

una comprension mas grafica del concepto de recorrido intercuartilico y de los valores
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atipicos, asi como del diagrama de caja y el rango. Esta cuestion es la 16 de la tabla 39 y
de nuevo se ha formulado sin modificar. La opcion correcta es la B. Algunos autores
mostraban la dificultad tanto de elaboracion como de comprension y uso de este tipo de
graficos, entre ellos podemos sefialar a Batanero, Estepa, y Godino (1991), Pfannkuch
(2006) o Minnaard et al. (2002).

En la tabla 40 se muestra que contenido evalia cada item.

Tabla 40. Contenido evaluado en cada item

Contenido evaluado 2 3 4 5 6 7 8

\O
all=

Célculo del rango

Calculo de la varianza

Célculo de la desviacion tipica

Calculo del recorrido intercuartilico
Calculo de la mediana

Célculo del diagrama de caja

Calculo del coeficiente de variacion
Interpretacion de la media y la
desviacion tipica

Desviacion tipica cero X X
Desviacion tipica invariante X
Desviacion tipica positiva X

X
X X

oo L
Eole

ole

Como se observa en la tabla 40, salvo las propiedades, todos los contenidos
aparecen en al menos dos items.

Como se permite el uso de calculadora, en los ejercicios de célculo se evalua
tangencialmente el uso de ésta, y aunque no es el objetivo final de este test, si que es
interesante porque los alumnos que cometan errores numéricos y no de concepto pueden
ser achacables a mal manejo de la calculadora.

La seleccion de estos items y no otros, se debe a una seleccion de dificultad, ya

que la base de datos ARTIST estd pensada para el uso en cursos preuniversitarios, por
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ello se han elegido las cuestiones que ademés de adaptarse a los contenidos de 3° de ESO
se adaptan en nivel de dificultad a lo que los alumnos son capaces de hacer.

7.3.3. Validez del cuestionario.

Sobre la validez de los items, delMas, Garfield, Ooms y Chance (2007) definieron
la realizacion del test y como seleccionaron los diferentes items.

Si bien es cierto que los items estan validados para trabajarlos en grupos de
estudiantes de estadistica en curso pre - universitarios o introductorios, la seleccion que
se ha hecho para este test de los items y estos mismos han sido adecuados al trabajo
realizado en clase que se corresponde con lo desarrollado en los libros de texto del nivel
escogido para pasar la prueba.

7.4. Analisis de los resultados

Se analizara el resultado item a item, explicando qué se buscaba en cada uno de
ellos y qué se ha obtenido.

7.4.1. item 1. Medidas de tendencia central, posicién y dispersién. Diagrama
de caja.

En el item 1 se incluia el célculo de varias medidas de tendencia central y

dispersion, asi como la realizacion de un diagrama de caja.

7.4.1.1. Apartado a.

En este apartado se evaluaban las medidas, vistas una a una quizd no parezcan
muy relevantes, pero uno de los objetivos de esta pregunta era estudiar como se manejan

los alumnos con los diferentes calculos de medidas, para conocer también si los calculos
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de medidas de tendencia central estdn mas asentados que los de medidas de dispersion.
Por tanto, en este apartado habia muchos calculos de ambos tipos.
¢ Media.

La media es uno de los céalculos mas utilizados por los estudiantes, de hecho,
saben perfectamente calcular la media de sus notas en el momento que se las das, por
tanto, lo que se hizo es incrementar el nimero de datos hasta 20, para estudiar también
tangencialmente el manejo de la calculadora.

De los 38 estudiantes que realizaron el test, 30 contestaron a esta pregunta y 8 no.
De los 30 que contestaron hay 3 que tuvieron un error numérico o de manejo de
calculadora, ya que obtuvieron valores cercanos, pero no el valor exacto, y 2 respuestas
incorrectas. Los restantes 25 obtuvieron respuestas correctas.

Los alumnos que obtuvieron una medida incorrecta no comprenden la media, ya
que no dividen por el numero de datos que obtienen (aunque sea incorrecto) y tampoco
obtienen, ni utilizan una suma adecuada de los datos, en las figuras 69 y 70 se presentan

sus respuestas
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Figura 69. Respuesta incorrecta en el cdlculo de la media 1

\
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Figura 70. Respuesta incorrecta en el calculo de la media 2

325

Se puede observar que ambos errores son iguales, dividen la suma de las

frecuencias entre el nimero de filas que hay en dicha columna. En estos casos no han

entendido no solo qué es la media o como se calcula, sino que tampoco han entendido

como se resumen los datos en una tabla y que significan las columnas de esta tabla.

En porcentajes obtenemos los siguientes resultados:

- No contestan: 21,05 %
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- Contestan incorrectamente: 5, 26 %

- Contestan correctamente: 65,79 %

- Tienen errores numéricos o de calculadora: 7,9 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Error numérico: 10,01 %

- Error general: 6,66 %

- Responden correctamente: 83,33 %

e Mediana.

La mediana es un célculo algo més complejo que la media para los alumnos, si lo
hacen con todos los datos suelen hacerlo correctamente, pero utilizando las tablas
resumen se confunden y no saben hacerlo correctamente, esto se observa a nivel general
en los test.

De los 38 estudiantes 11 no contestan a la cuestion. De los 27 que contestan 15 lo
hacen de forma correcta, 9 lo hacen de forma incorrecta debido a no haber contado los
datos correctamente o por error en la colocacion de los datos y 3 tienen un error de
concepto y no lo hacen correctamente.

En las figuras 71 y 72 se mostrara un error por colocacion de datos y un error por

no haber contado los datos correctamente.

Figura 71. Calculo erroneo de la mediana por mala colocacion de los datos.
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Se observa en la figura 71 que no se han colocado los datos de forma ordenada de
menor a mayor, por tanto, el valor que se obtiene de la mediana es erréneo. Este tipo de
error es muy conocido en la literatura acerca de los errores comunes en el célculo de la
mediana apareciendo en Barr (1980), Mayen, Batanero y Diaz (2009) o Batanero et al.

(1994).

Figura 72. Calculo erroneo de la mediana por mal conteo de datos.

En la figura 72 se observa que en lugar de los 20 datos originales se han incluido
22 datos, generando una mediana errénea.
Entre los errores de concepto podemos destacar los célculos sin ordenar los datos,

como en la figura 73.

Figura 73. Error en el cdlculo de la mediana debido a no utilizar los datos.

Finalmente, para la mediana obtenemos los siguientes porcentajes:
- No contestan: 28,94 %
- Error de concepto: 7,89 %

- Error en la manipulacion de datos: 23,68 %
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- Responden correctamente: 39,47 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Error de concepto: 11,11 %

- Error en la manipulacion de datos: 33,33 %

- Responden correctamente: 55,55 %

e Varianza.

La varianza es la primera medida de dispersion que se pide en el test. No es la
mas facil de calcular, siendo la mas sencilla el rango, pero es de las més utilizadas. Sin
embargo, su algoritmo es algo mas complicado y este curso es la primera vez que los
alumnos estudian su calculo. Aun asi, los grupos han trabajado su calculo de diferentes
formas y se espera que puedan calcularla.

De los 38 estudiantes que realizaron el test 26 no contestaron este item, solo 12 lo
hicieron. Este hecho ya nos da una idea de la dificultad que se presenta, puesto que en las
medidas de tendencia central o posicion las respuestas eran mas numerosas, incluso las
respuestas correctas en general eran ya mas altas en nimero que las respuestas a este
apartado.

De los 12 que contestan 7 lo hacen de forma correcta, 2 aplican la féormula
correcta y utilizan bien los datos, pero cometen un error numérico, 2 cometen errores en
la formula y 3 tienen errores mayores.

En las figuras 68 y 69 se muestran ejemplos de los errores en formula y de los
errores considerados mayores, como por ejemplo confusion con otra medida de

dispersion. Estos errores aparecen en un cuestionario que hacen Del Puerto, Seminara y
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Minnaard (2007) sobre los errores al realizar calculos en estadistica descriptiva, en el que
confundir la formula aparece hasta un 27% de las veces en estudiantes de ingenieria
argentinos, mientras que otros errores como la confusion con otra medida de dispersion
(ellos hablan especificamente de confundir la desviacion tipica con la varianza) aparece
un 5% de las veces. En nuestro andlisis el error en formula tan solo alcanza al 5% de los

estudiantes y la confusion de medidas arroja valores menores.

Figura 74. Error en el empleo de la formula en el calculo de la varianza.

Se observa en la figura 74 que utiliza el cuadrado de los datos y resta un valor al
cuadrado, el dato que resta es el que el estudiante ha calculado como mediana
anteriormente, y no la media, que le habria dado el resultado correcto. Este error lo
aplican dos alumnos de grupos diferentes, pero es un error sencillo de corregir con una

breve explicacion.

l“ /' A -
VYo' s

Pbinia [14-0): 1Y

Figura 75. Confusion de medida de dispersion.
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En la figura 75 se muestra un error mas grave, que es la confusion de la medida,
en este caso confunde el rango con la varianza.

En resumen, calculando porcentajes obtenemos:

- No contestan: 68,42 %

- Error numérico: 5,26 %

- Error en la formula: 5,26 %

- Incorrecto: 7,89 %

Responden correctamente: 18,42 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Error numérico: 16,65 %

- Error en la formula: 16,65 %

- Error general: 8,38 %

- Responden correctamente: 58,32 %

e Desviacion tipica.

Es de esperar que quienes han contestado correctamente a la pregunta anterior
puedan responder correctamente a esta, ya que la desviacion tipica se calcula
sencillamente como la raiz de la varianza. Se han considerada correctas las respuestas que
han dado aquello estudiantes que han cometido un error numérico en el apartado anterior
y han utilizado “su” varianza para calcular la desviacion tipica si lo han hecho de forma

correcta.
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Tras estas consideraciones obtenemos que de los 38 estudiantes 26 no contestan al
item, 10 lo hacen de forma correcta, uno de forma incorrecta y otro escribe la férmula,
pero no da la respuesta numérica.

En este caso no hay mucho que resefiar, por tanto, a continuacion, se muestran los
porcentajes de los resultados:

- No contestan: 68,42 %

- Solo formula: 2,63 %

- Incorrecto: 2,63 %

- Responden correctamente: 26,31 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Solo formula: 8,32 %

- Incorrecto: 8,32 %

- Responden correctamente: 83,36 %

e Coeficiente de variacion.

Al igual que en el apartado anterior se han considerado como correctas las
respuestas que utilizando la media o desviacion tipica obtenida errénea, si calculan
adecuadamente este coeficiente.

De los 38 estudiantes solo 3 contestan, de los 3 que contestan uno de ellos lo hace
de forma correcta y dos realizan la division al revés, dividiendo la media entre la
desviacion tipica, este caso se considera incorrecto.

En porcentajes se obtiene:
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- No contestan: 92,1 %

- Incorrecto: 5,26 %

- Responden correctamente: 2,63 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Incorrecto: 66,58 %

- Responden correctamente: 33,42 %

e Rango.

Es de esperar que esta medida de dispersion, por su facilidad de calculo, sea
calculado por la mayoria de los estudiantes, sin embargo, como se muestra a
continuacion, no es asi como sucede.

De los 38 estudiantes, 24 no contestan, de los 14 que si lo hacen, hay 12
respuestas correctas y dos incorrectas. Uno de los estudiantes que responde de forma
incorrecta lo confunde con el recorrido intercuartilico y el otro simplemente indica un
nimero erroneo.

En porcentajes se obtiene:

- No contestan: 63,16 %

- Incorrecto: 5,26 %

- Responden correctamente: 31,58 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Incorrecto: 14,27 %

- Responden correctamente: 85,73 %

e Recorrido o rango intercuartilico.
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Este parametro también es uno de los mas complicados junto con la varianza, ya
que el célculo de cuartiles es algo que les cuesta asimilar a los alumnos.

En este caso, de los 38 estudiantes tan solo 8 responden, 6 lo hacen de forma
correcta, y los 2 restantes se equivocan en el calculo de los cuartiles, pero comprenden
los que deben hacer.

En porcentajes se obtiene:

- No contestan: 78,94 %

- Incorrecto: 5,26 %

- Responden correctamente: 15,79 %

Si finalmente nos quedamos solo con los que responden:

- Incorrecto: 25 %

- Responden correctamente: 75 %

7.4.1.2. Apartado b.

Para poder realizar este calculo es necesario que se realizasen de forma correcta
calculos previos, como la mediana o el recorrido intercuartilico. En este caso, la sorpresa
viene de hallar mas respuestas que en la ultima cuestion del apartado anterior, paso
necesario para representar el diagrama de caja.

De los 38 estudiantes, 26 no contestan, 12 lo hacen, 2 de ellos de forma correcta y
10 de ellos de forma incorrecta. Entre los errores nos encontramos 2 estudiantes que
hacen otro tipo de diagrama, uno de ellos un diagrama de sectores y otro un diagrama de

barras, 3 que no utilizan datos, solo dibujan un diagrama de caja sin hacer calculos, 3 que
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lo hacen todo bien salvo que no calculan los valores atipicos, por lo cual no se puede
considerar que el diagrama de caja esté¢ completo, y por ultimo otros 2 con respuesta
incomprensible. Por tanto 2 lo hacen de forma correcta y 3 lo hacen todo, excepto los
valores atipicos, los otros 5 se agrupan como incorrectos.

En porcentajes se obtiene:

- No contestan: 68,42 %

- Incorrecto: 13,16 %

- Responden correctamente: 5,26 %

- Responden con errores (no calculan valores atipicos): 7,89 %

7.4.1.3. Comentarios a los resultados del primer item.

En este ultimo apartado del primer item, dado que es uno de los mas extensos, se
va a construir una tabla para que se puedan comparar los resultados de cada pequefio
apartado, con el objetivo de conseguir, no solo resultados parciales, sino de poder
analizar el item de forma global.

Por tanto, en la tabla 41, se muestran los resultados por apartado, mostrando en
cada uno el porcentaje de respuestas correctas, incorrectas y de no respuestas, agrupando
en las incorrectas todos los tipos de error.

Tabla 41. Porcentaje de respuestas a los diferentes apartados del item 1

Media Median  Varianz  Desv. Coef. Rango Rec. Diag. de
tipica Var. Interc. caja
No 21,05 28,94 68,42 68,42 92,1 63,16 78,94 68,42
contesta
Correcta 65,79 39,47 18,42 26,31 2,63 31,58 15,79 5,26

Incorrecta 13,16 31,57 18,41 5,26 5,26 5,26 5,26 21,05
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A pesar del tamafio de la muestra y del alto nimero de no respuestas, se aprecian
en la tabla algunos elementos de discusion. Las medidas de tendencia central obtienen
muchas mas respuestas y muchas mas respuestas correctas que las medidas de dispersion.
Entre las medidas de dispersion el rango y la desviacion tipica, calculada como la raiz
cuadrada positiva de la varianza, reciben mas respuesta y mas acierto que el resto de las
medidas de dispersion que tienen algoritmos mas complejos.

A pesar de haber utilizado las sugerencias de algunos autores para la explicacion
de estos contenidos, como, por ejemplo, Yap (2008) o Hart (1984) creo que los
profesores caen siempre en la subestimacion de la dificultad de estos calculos como
indicaba Gardfield (1995). Solo hay que observar que bajo nimero de respuestas se
presentan a pesar de haber trabajado estos procedimientos de forma repetitiva en clase.
Aunque es dificil contrastar estos resultados con los de otros autores, ya sea por la edad
de los participantes o por el tipo de ejercicio (calculo usado en este estudio frente a
razonamiento utilizado en estudios previos) Clark et al. (2007) utilizaron estudiantes
universitarios sobresalientes en estadistica y a pesar de sus calificaciones previas mas de
un tercio de dichos estudiantes tenian dificultades de razonamiento y calculo, con mas
razén encontraremos las mismas dificultades cuando en la muestra hay estudiantes que
han suspendido la unidad o muestran dificultades previas en el tema y en la propia
asignatura de matematicas, ya sea por la desmotivacion intrinseca de la via o por su

relacion con las matematicas como indicaban Bazan y Pereda (2006).
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7.4.2. item 2. Comparacién de distribuciones.

En este item, que se contestaba de forma tipo test, pero en el que se esperaba que
se realizasen ciertos calculos, para calcular el coeficiente de variacion, o algin dibujo que
explique la respuesta, los alumnos no han trabajado segtin lo esperado. Debido a que el
calculo del coeficiente de variacion es el que, segun la tabla 42, mas les cuesta a los
alumnos, el resultado estd dentro de lo que se espera tras analizar el item 1. También se
podia hacer tan solo con la desviacion tipica si el estudiante se percataba de que la media
de las tres muestras era la misma, lo que con la calculadora era rapido.

En este item la respuesta correcta era la muestra 3, que tiene la desviacion tipica
y, por tanto, el coeficiente de variacion mas bajo.

De los 38 alumnos 20 no han respondido, 17 han dado una respuesta y 1 un
pequefio argumento sin llegar a concretar la misma. De las 17 respuestas 6 respondieron
la muestra 1, 6 la muestra 2 y 5 la muestra 3.

Por tanto, y en vista del resultado del primer item, las respuestas se han dado de
forma aleatoria o sin realizar ningtin calculo. Para fortalecer este aspecto se debe trabajar
durante mas tiempo de la forma que propone Sanchez y Orta (2013) que ya avanzaban
que existian dificultades cuando se trabaja de forma conjunta la media y las medidas de
dispersion para comparar distribuciones.

7.4.3. item 3. Varianza y desviacion tipica a partir de datos tabulados.

El item 3 pretendia, en este caso, evaluar el calculo de la varianza y la desviacion
tipica en datos tabulados. De los 38 estudiantes, al primer apartado, solo 9 contestaron, 4

de forma correcta, 4 de forma incorrecta y un estudiante tuvo un error numérico. Al
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segundo apartado contestaron 8, 7 dieron una respuesta correcta y uno un argumento, se
han considerado respuestas correctas todas aquellas que estan bien calculadas a partir de
la varianza del apartado anterior, aunque la varianza fuese erronea.

Porcentualmente tenemos para el primer apartado:

- No contestan: 76,32 %

- Incorrecto: 10,52 %

- Responden correctamente: 10.52 %

- Error numérico: 2,64 %

Y para el segundo apartado:

- No contestan: 78,94 %

- Argumento: 2,64 %

- Responden correctamente: 18,42 %

Por comparacion con el item 1 se puede percibir que el calculo de la varianza y la
desviacion tipica a partir de datos tabulados es mas dificil para los estudiantes que con
datos no tabulados.

7.4.4. item 4. La desviacion tipica solo es 0 cuando todas las medidas son
iguales.

En este item se pretende evaluar la comprension de que la desviacion tipica solo
es 0 cuando todas las medidas son iguales, a pesar de haberse explicado explicitamente

en clase no todos los alumnos son conscientes de este hecho.
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La respuesta correcta es la C. Sin embargo, la respuesta A se plantea como
distractor, ya que muchos estudiantes no entienden lo que los cuadrados aportan a la
varianza y por ende a la desviacion tipica, ya que ninguna medida de dispersion relativa a
la media es sensible a que los datos sean mayores o menores que la media. La respuesta B
también es un distractor, en el sentido de que a los estudiantes se les explica que la
desviacion tipica es positiva y muchos piensan que no puede ser 0. Por ultimo, los
estudiantes que eligen la respuesta D piensan que la relacién con las medidas de
tendencia central es mas fuerte de lo que en realidad es.

Una vez realizadas estas consideraciones, los porcentajes de respuestas dadas son:

De los 38 estudiantes, 6 no contestan. De los que contestan, 6 responden A, 2
responden B, 12 responden C y 12 responden D.

En porcentaje de respuestas tenemos:

- No contestan: 15,79 %

- Contestan A: 15,79 %

- Contestan B: 5,26 %

- Contestan C: 31,57 %

- Contestan D: 31,57 %

Las respuestas C y D son las mas ampliamente elegidas.

7.4.5. item 5. Positividad de la desviacion tipica.

En este item se trata de evaluar si el estudiante comprende que la desviacion tipica
siempre ha de ser no negativa y que, como se indicaba en el apartado anterior, solo es 0 si

todas las medidas coinciden.
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En este caso la respuesta correcta es la A. Los distractores B y C, hacen referencia
a las puntuaciones y la media para comprobar hasta qué punto los estudiantes consideran
que influyen el célculo.

De los 38 estudiantes contestaron 31, 12 contestaron la A, 10laB,41aCy 51aD.

En porcentaje de respuestas tenemos:

- No contestan: 18,42 %

- Contestan A: 31,57 %

- Contestan B: 26,31 %

- Contestan C: 10,52 %

- Contestan D: 13,16 %

Las respuestas A y B son las més ampliamente dadas.

7.4.6. item 6. Invariancia ante traslacién de la desviacion tipica.

En este item se trata de evaluar el conocimiento de la propiedad de invariancia
ante traslacion de la desviacion tipica, es decir, si a toda la coleccion de datos se le afiade
o resta la misma cantidad, la desviacion tipica no cambia.

En este caso la D es la respuesta correcta, los distractores A y B mostraran
estudiantes que razonen que la media es mas importante que el conjunto de los datos y no
se percaten de que en la desviacion tipica se trabaja con distancias. Y la C mostrara
estudiantes que piensen que la media no importa para el calculo de la desviacion tipica.

De los 38 estudiantes contestan 32, 4 responden la A, 14 responden la B, 2

responden la C, 12 responden la D.
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En porcentaje de respuestas tenemos:

- No contestan: 15,79 %

- Contestan A: 10,52 %

- Contestan B: 36,84 %

- Contestan C: 5,26 %

- Contestan D: 31,57 %

Las respuestas B y D son las mas ampliamente dadas. Los que responden B no

conocen la propiedad de la media: Si se suma/resta el mismo niimero a todos los

valores de un conjunto de datos la media aritmética aumenta/disminuye en ese
mismo nimero.

7.4.7. item 7. Razonamiento sobre la positividad de la desviacién tipica.

En este caso se pretendia lo mismo que en el item 5, pero mediante un
razonamiento. Hay 19 respuestas, todas en el mismo sentido, indicando que la desviacion
tipica no puede ser negativa. Esto contrasta con las respuestas al item 5 donde tan solo 10
estudiantes respondieron de forma correcta.

En este caso 4 estudiantes no argumentan, solo indican que no puede ser negativa.
4 hacen alusion al hecho de que la raiz cuadrada no puede dar un resultado negativo. 3 de
ellos la confunden con la desviaciéon media, ya que indican que al usarse valores
absolutos no puede salir negativa. 2 estudiantes indican que no puede salir porque el 0 es
su minimo. 1 de ellos hace alusion a que al utilizar datos al cuadrado no puede salir

negativa. El resto de las respuestas hasta 5 hacen alusion a la media o al orden de los
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datos, son alumnos que saben que no puede dar negativa, pero los motivos que aducen
indican que no lo tienen claro.

Resumiendo, 10 alumnos argumentan de forma clara, aunque 3 de ellos erronea y
los otros 9 o no argumentan, o los argumentos no son claros. Esto si encaja con el item 5
donde solo 10 estudiantes indicaron que si la desviacion tipica era negativa se debia a un
error en las operaciones.

En porcentajes se obtiene:

- No contestan: 50 %

- Argumento correcto: 18,43 %

- Argumento erroneo: 7,89 %

- No argumentan o argumento no claro: 23,68 %

7.4.8. item 8. Razonamiento sobre la desviacién tipica.

En este item se mostraban dos distribuciones al alumno y se le pedia razonar
acerca de cudl de las dos distribuciones tenia una desviacion tipica mayor. La respuesta
correcta es la B.

De los 38 estudiantes 32 contestaron a la cuestion. 3 optaron por la respuesta A,
16 optaron por la respuesta B, 4 por la respuesta C y 9 por la respuesta D.

En porcentaje de respuestas tenemos:

- No contestan: 15,79 %

- Contestan A: 7,89 %

- Contestan B: 42,1 %
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- Contestan C: 10,52 %

- Contestan D: 23,68 %

Las respuestas B y D son elegidas mas ampliamente. Las respuestas D muestran
la no consideracién del contexto y las caracteristicas de los elementos de la
muestra para la estimacion de la desviacion tipica. Las respuestas C consideran
erroneamente que el tamano de la poblacion influye en la desviacion tipica

En la tabla 42 se resumen las respuestas de los items 4 a 8, excepto el 7 (que es
argumentativo).

Tabla 42. Respuestas a los items sobre propiedades de la desviacion tipica

item 4 item 5 item 6 item 8
No contesta 15,79 18,42 15,79 15,79
Correcta 31,57 31,57 31,57 421
Incorrecta 52,64 50,01 52,64 42.09

Al igual que en estudios previos, las dificultades en el razonamiento de los
estudiantes sobre la desviacion tipica y sus propiedades son persistentes, tal y como
indicaban Mathews y Clark (2007) o Turegun (2011) que indicaba que a pesar de que los
alumnos conocen el algoritmo cuando se pide una propiedad o un razonamiento en un
contexto con datos manifiestan dificultades que radican en que no son capaces de
conectar el nimero que obtienen con su significado. Por ejemplo, el propio Turegun
indicaba que los estudiantes utilizaban su propio vocabulario para hablar acerca de las

medidas de dispersion, algo que se aprecia también en el siguiente item.
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7.4.9. item 9. Razonamiento sobre la desviacion tipica.

En este item, al igual que en el anterior, se les pedia discernir cual serd la
desviacion tipica sin hacer operaciones, la dificultad afiadida al anterior es que ahora se
pretende que expresen con sus palabras el razonamiento que siguen.

De los 38 estudiantes solo 10 responden, algunas de las respuestas dadas se

pueden observar en la figura 76.
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Figura 76. Respuestas al item 9.

La primera respuesta que da un estudiante dice “en el primer caso los datos estan
mas juntos, pero en el segundo mas dispersos” esta respuesta es esencialmente correcta,
ya que la desviacion tipica mide como de agrupados estan los datos en torno a la media.

Otras tres respuestas van en el mismo sentido, aunque con diferentes palabras.
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Tres estudiantes dan respuestas son correctas, pero mediante una ligera “trampa”,
ya que se les pedia en el enunciado que no hiciesen célculos y los han hecho.

La segunda respuesta no da mucha informacion, dice el estudiante “creo yo que la
desviacion tipica tiene que estar entre el 110 y el 118 en el conjunto A y en el conjunto B
tiene que estar entre 2 y 112 algo que no es cierto, y no indica ningun razonamiento
acerca de por qué una desviacion tipica deberia ser mayor que otra. Probablemente ha
atribuido a la desviacion tipica la propiedad de la media aritmética que dice: “El valor de
la media aritmética estd comprendido entre el maximo y el minimo”.

Otra respuesta es erronea también, ya que dice que la desviacion tipica del
conjunto cuyos datos estan entre 110 y 118 no tiene por qué ser menor que la de la
distribucion que estéd entre 2 y 112, aduciendo que el tamafio de las cifras no influye en la
desviacion tipica, por lo que parece que el estudiante confunde la invariancia ante
traslacion de la desviacion tipica con el tamafo de ésta y lo que afecta a ella.

Por ultimo, hay una respuesta erronea todo lo contraria a la anterior, en este caso
el estudiante indica que debido a que hay numeros mds pequefios en la segunda
distribucion la desviacion tipica debe ser menor, sin considerar la amplitud del conjunto
de datos.

En porcentaje de respuestas obtenemos:

- No contestan: 73,69 %

- Contestan correctamente: 10,53 %

- Contestan correctamente realizando calculos: 7,89 %

- Contestan erroneamente: 7,89 %



TESIS DOCTORAL

345

JESUS DEL PINO RUIZ

7.4.10. item 10. Razonamiento grafico sobre el diagrama de caja.

En este item se pretendia evaluar la comprension y traduccion grafica entre dos
diagramas diferentes, sin duda es uno de los ejercicios mas dificiles porque en ninglin
texto se trabaja explicitamente este tipo de ejercicios, es pues, ir un poco mas alla de lo
que tradicionalmente pide el libro.

En este caso la respuesta correcta es la B, se puede dilucidar por diferentes
motivos, el tamafio de la caja o hasta donde llega el bigote inferior.

De los 38 estudiantes 31 contestaron a la cuestion. 5 optaron por la respuesta A, 7
optaron por la respuesta B y 19 por la respuesta C.

En porcentaje de respuestas tenemos:

- No contestan: 18,42 %

- Contestan A: 13,16 %

- Contestan B: 18,42 %

- Contestan C: 50 %

La respuesta C es elegida mas ampliamente, a partir de esta respuesta mayoritaria
se puede inferir que los estudiantes no calculan correctamente los bigotes debido a que en

los textos este calculo no viene bien explicado.
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7.5. Discusion y conclusiones de los resultados

El cuestionario tiene caracter exploratorio y la muestra es intencional, por tanto,
los resultados obtenidos no son extrapolables, pero que nos dan informacién acerca de
algunas debilidades de la ensefianza de las medidas de dispersion.

Realizado este comentario se va a pasar a analizar los resultados de los test, y que
a pesar de que la muestra es pequefa se pueden obtener algunas conclusiones
interesantes.

En la tabla 42, que es el resumen el primer item, se observa que las medidas de
centralizacion y posicion, es decir, la media y la mediana, la realizan correctamente el
66% y el 40% de los estudiantes, practicamente el doble que las medidas de dispersion,
excepto el rango, que es mas sencillo de calcular, que solo calculd correctamente el 31%
de los estudiantes. Esto lleva a concluir para esta muestra, que las medidas de
centralizacion estdn mas trabajadas y son mas asequibles a los estudiantes, ademas
relegan las medidas de dispersion a un segundo lugar, debido a que no saben calcularlas o
no las entienden.

En dicha tabla se analiza también la representaciéon del diagrama de caja, si
observamos el nimero de respuestas correctas, que son 2, y las casi correctas, que son
otras 3, se deduce que es uno de los conceptos que mas necesita ser trabajado. Es cierto
que este curso académico es la primera vez que se incluye en el temario de 3° de ESO, ya
que en la LOE no aparecia hasta 4° de ESO, por tanto, se debe hacer una oportunidad de
este cambio, ya que permite trabajarlo en dos cursos en lugar de en uno, como sucedia

con la anterior legislacion. Este item se puede analizar junto con el item 10, que lejos del
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analisis profundo de cémo han traducido un grafico a otro, se puede observar como
piensa el estudiante que debe ser un diagrama de caja, la caja simétrica y sin valores
atipicos. Es curioso que bastantes estudiantes hayan escogido este modelo, frente a los
otros dos, que se aproximaban bastante més al diagrama que correspondia a los datos.

Con respecto al item 2, y también al 1, se observa en este caso que el coeficiente
de variacion es uno de los céalculos al que menos sentido ven los alumnos y que mas les
cuesta dentro de las medias de dispersion. Solo 1 estudiante calculd correctamente el
coeficiente de variacion, aunque 2 se equivocaron en el orden de la formula, en el item 2,
al ser tipo test, y en vista de la simetria de las respuestas, no se puede descartar la
aleatoriedad. Si es de mencionar, que el estudiante que calculd correctamente el
coeficiente de variacion en el primer item también respondid correctamente el item 2.

En el tercer item solo 4 estudiantes calculan correctamente la varianza, frente a
los 7 del primer item, la diferencia es que en el primer item los datos eran independientes
y en el item 3 se presentaban de forma agrupada en una tabla. Por tanto, se observa que,
incluso en los estudiantes que consiguen dominar la varianza, el que existan varias
formulas para datos tabulados y sin tabular representa un problema, que se debe de atajar
trabajando mas en profundidad esta formula.

Los items 4, 5 y 6 evaluaban las propiedades de la desviacion tipica, es cierto que
el que la respuesta sea tipo test invita al alumno a responder, aunque sea de forma
aleatoria, pero también es cierto que estas preguntas son mas sencillas de responder para

los estudiantes, ya que son propiedades que se han nombrado en clase y que se les quedan
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grabadas, mientras que los algoritmos, si no los trabajan en profundidad no los aprenden,
y precisamente los algoritmos de las medidas de dispersion son complejos y es la primera
vez que los estudian. En la tabla 43 se presenta un breve resumen de las respuestas a estas
tres preguntas.

Tabla 43. Resumen de los items 4, 5 y 6.

Desviacion tipica 0 Positividad de la Invariancia de la
desviacion tipica desviacion tipica
Respuesta correcta 31,57 % 31,57 % 31,57 %
Respuesta incorrecta 52,64 % 50,01 % 52,64 %
No contesta 15,79 % 18,42 % 15,79 %

De los 12 estudiantes que responden cada item correctamente, 6 tienen los tres
items simultdneamente correctos. Lo que nos indica que la mitad de los estudiantes que
contestan no conocen todas las propiedades o lo hacen de forma aleatoria, pero al menos
un 15,79 % de los estudiantes comprenden las propiedades de las medidas de dispersion.

En el item 7 se les pedia a los estudiantes que argumentaran acerca de la no
negatividad de la desviacion tipica, 19 alumnos contestaron que no podia serlo, pero no
todos argumentaron, estas 19 respuestas colisionan con el item 5 donde solo 5 estudiantes
indicaban que la desviacion tipica negativa era un error operacional, sin embargo, si de
estas 19 respuestas nos quedamos solamente con las 7 que estdn bien argumentadas se
alinean bastante bien los dos test, teniendo en cuenta ademas que los alumnos que
responden bien a ambas cuestiones coinciden. Por tanto, se puede hablar de entre 5y 7
alumnos que comprenden bien esta propiedad.

El item 8 evaluaba la comprension, pero también la intuicion sobre el tamafio de
la desviacion tipica de dos distribuciones, con casi un 42 % de respuestas correctas es una

de las preguntas con mas aciertos eliminando los célculos de medidas de tendencia
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central, sin embargo, si evaluamos junto con el item 9, que era la misma pregunta, pero
con argumentacion, se observa que tan solo la mitad de estos estudiantes comprenden de
verdad lo que estin haciendo. En este caso puede suceder que al ser el item 8 una
cuestion de eleccion multiple otros estudiantes hayan marcado aleatoriamente la
respuesta correcta. Por tanto, solo se puede decir de 8 estudiantes que realmente
entienden que a una mayor dispersion de datos un mayor tamafio de desviacion tipica.

En el item 9 se puede apreciar que el razonamiento de los estuantes muchas veces
es pobre y falto de lenguaje, como ya indicaban en sus estudios previos sobre la
expresion del razonamiento estadistico en medidas de dispersion Watson y Kelly (2008).

Como conclusiones se pueden obtener varias interesantes. En primer lugar, que
las medidas de centralizacion, como la media, son més faciles de calcular y los alumnos
las manejan mejor que las de dispersion como ya indicaban Garfield (2002), Shaughnessy
(2006) o Lee y Lee (2011). En segundo lugar, que las medidas de dispersion son
complejas para los alumnos, siendo el rango la mas sencilla de calcular y le sigue la
desviacion tipica como raiz de la varianza. Ademas, les cuesta menos calcularlas para
datos independientes que para datos agrupados, quizd porque estos ultimos no son
tampoco bien comprendidos. En tercer lugar, el uso de las medidas, para comparar
distribuciones es casi nulo en estos estudiantes, el uso del coeficiente de variacion es muy
dificil para ellos. Tampoco tienen facilidad para la representacion de diagramas de caja,
teniendo un concepto de €l diferente al que debe ser. En cuarto lugar, las propiedades las

conocen, pero no su fundamento, por lo tanto, saben que la desviacion tipica no puede ser
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negativa, pero cuando se profundiza en su comprension se observa que no saben por qué
y no saben aplicarlo.
7.6. Encuesta sobre el nivel de ensefianza de estadistica en 3° de ESO.

A pesar de que la muestra utilizada en el cuestionario era puramente intencional
nos percatamos de que en nuestro entorno la mayoria de los grupos no trabajaban la
unidad didéctica de estadistica. Tras ser conscientes de que no se habia cuantificado que
impacto tenia este hecho y que el que no se ensefie la estadistica no esta demostrado
empiricamente decidimos plantearnos la siguiente pregunta. ;Se ensefia la estadistica o
no? Y decidimos lanzar una encuesta en la comunidad andaluza con esta pregunta como
motivo principal.

Para ello se ha obtenido el listado de centros andaluces por provincia de la pagina

web de la junta de Andalucia http://vscripts.ced.junta-andalucia.es/centros/index.asp#. En

la lista figuran 867 centros, de los cuales 79 son de Almeria, 126 de Cadiz, 89 de
Cordoba, 93 de Granada, 60 de Huelva, 86 de Jaén, 143 de Malaga y 191 de Sevilla.

7.6.1. Eleccion de la muestra.

Consultando diversos manuales para calcular el tamafio de la muestra existen
diversas formulas muy similares, se ha optado por utilizar bibliografia ampliamente
difundida y consolidada como Pérez (2010), Hernandez, Fernandez y Baptista (2014) que
se halla en su sexta edicion, o Martinez (2012) que se encuentra en su decimotercera

edicion.
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Para el calculo de la muestra se ha utilizado el software Stats 2.0 que provee el
manual de Herndndez et al. (2014) y que se puede descargar gratuitamente en la pagina

https://www.decisionanalyst.com/download/.

Con este software, considerando un error maximo del 5 % y un nivel de confianza
del 95 % se obtiene una muestra de tamafio 267.

Para la eleccion de los 267 centros considera que la poblacion se encuentra
distribuida en 8 provincias, que consideramos conglomerados, que se comportan de
forma heterogénea acerca de las variables a analizar.

La eleccion pues, se hace repartiendo los 267 centros proporcionalmente a los
centros que hay en cada provincia, resultando 24 centros de Almeria, 39 de Cadiz, 27 de
Cordoba, 29 de Granada, 18 de Huelva, 27 de Jaén, 44 de Mélaga y 59 de Sevilla.

Para elegirlos se toma el listado de la provincia ordenado alfabéticamente y se
generan la cantidad de numeros que tiene la muestra entre 1 y el nimero de centros de la
provincia aleatoriamente sin  repeticion a  través de la web

http://www.alazar.info/generador-de-numeros-aleatorios-sin-repeticion.

7.6.2. Elaboracion y distribucion del cuestionario.
El cuestionario se realiza en a través de un formulario de Google que se encuentra

en la pagina https://goo.gl/forms/6QmEVmIgZiZI0VC63 y en el apéndice 4 y que consta

de tres preguntas que identifican al centro, que son: nombre del centro, localidad del
mismo y provincia. Otras dos preguntas referentes a los grupos en los que se impartio la

unidad de estadistica, donde se les pregunta el nimero de grupos de matematicas de 3% de
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ESO que habia en el centro y el numero de grupos en los que se impartio la unidad de
estadistica. Por ultimo, se lanzan dos preguntas abiertas para que expliquen el motivo por
el que no se trabajo el tema de estadistica en todos los grupos y cudl es la opinion del
docente que responde acerca de que no se llegue a este tema.

Con este cuestionario se pretende principalmente analizar en cuantos grupos se
imparte la estadistica y de paso conocer la opinién del profesorado acerca del posible
bajo nivel de implantacion de este tema.

El método para hacer llegar el cuestionario a los centros fue a través del correo
electronico de los directores de los centros educativos seleccionados y a través del grupo
de docentes de matematicas de Andalucia de Facebook.

Con estos métodos esperabamos tener una no respuesta elevada, pero el resultado
sorprendi6 por la baja tasa de respuesta, con lo que se fue llamando uno a uno a los
centros que no respondieron por los dos métodos anteriores. A pesar del esfuerzo
realizado para llamar a casi 180 centros, uno a uno, en muchos no se obtuvo una
respuesta. Las no respuestas se deben principalmente a tres motivos: a) en cuatro o cinco
llamadas al centro no se nos pudo pasar con un responsable de matematicas, b) en los
centros no permanecia ningun profesor que hubiese estado el afio anterior, c) a pesar de la
insistencia los profesores contactados simplemente no dieron una respuesta al cierre del

periodo establecido para la encuesta.
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7.6.3. Analisis del cuestionario.

En esta encuesta hemos encontrado un nivel de no participacion previamente
esperado muy elevado tal y como se indicaba al final del apartado anterior. Este serd el
primer punto que se analice.

En la tabla 44 mostramos la tasa de no respuesta por provincia y en general.

Tabla 44. Tasa de no-respuesta al cuestionario.

Provincia Centros encuestados  Centros que responden  Porcentaje de no respuesta
Almeria 24 13 45.83%

Cadiz 39 34 12.82%

Cordoba 27 21 22.22%

Granada 29 21 27.59%

Huelva 18 17 5.56%

Jaén 27 27 0%

Malaga 44 10 77.27%

Sevilla 59 49 16.95%

Total 267 192 28.09%

A pesar de la alta tasa de no respuesta se obtuvieron unos datos muy ilustrativos
de este 22% de los centros andaluces encuestados. El nimero de grupos totales y en los
que se imparte la estadistica de forma completa se muestra en la tabla 45.

Tabla 45. Porcentaje de grupos en los que no se ensenia la estadistica en 3° de

ESO.

Provincia Numero de grupos Grupos en los que se Porcentaje de grupos en los
ensefa la estadistica que no se ensefia la

estadistica

Almeria 47 14 70.21%

Cadiz 104 33 68.27%

Cordoba 62 23 62.90%

Granada 58 13 77.59%

Huelva 48 15 68.75%

Jaén 80 20 75%

Malaga 33 14 57.57%

Sevilla 149 55 63.09%

Total 581 187 67.81%
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Todas las provincias se mantienen por encima del 50% de grupos en los que no se
trabaja la estadistica, entre el 57% de Malaga y el 77% de Granada, teniendo a nivel
general en Andalucia un 67.81% de los grupos en los que no se trabaja la estadistica.

En este estudio intentdbamos contrastar que el porcentaje de grupos en los que se
imparte estadistica es bajo.

Hemos obtenido que tan solo un 32% de los grupos de los 192 centros que han
respondido estudian estadistica.

Ademas de esta cuestion se pidié a los profesores una explicacion acerca de por
qué no se habia llegado a este bloque, la respuesta es oral y en ocasiones larga, por tanto,
se ha categorizado para un resumen mas sencillo. La mayoria de los profesores que
responden al test completo lo hacen con informacion de otros profesores que no
impartieron la materia debido a la rotacién de plantillas, asi que no responden la cuestion,
los que lo hacen, por tanto, son pocos, y algunos casos recogieron este hecho en acta de
reunion de departamento y es la respuesta que enviaron. Las respuestas que proporcionan
se resumen en la tabla 46.

Tabla 46. Respuestas a por qué no se enseria estadistica en 3° de ESO

Respuesta Numero de respuestas
El temario es muy extenso 23

Falta de tiempo 42

El nivel de los estudiantes no permite llegar 11

Son los ultimos temas y no se dan 6

Baja del profesor / tardanza en sustituciones 4

Total 86

De los 192 centros que contestan, tan solo 86 responden a esta pregunta,

evidentemente tan solo responden aquellos en los que no se trabajan los temas de
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estadistica. Categorizar las respuestas ha sido complejo, asi que se han utilizado sus
respuestas textuales, aunque algunas categorias implican la misma problematica.

La primera categoria indica que “el temario es muy extenso”, con estas mismas
palabras o similares lo han indicado los encuestados. En esta expresion subyace la idea de
que la estadistica es el ultimo tema y que debido a la extension del curriculum es el tema
que se deja, ya que suelen seguir el orden establecido.

La segunda categoria, que se complementa con la anterior, expresa que “falta
tiempo”, normalmente los encuestados han empleado esta frase de forma literal. De
nuevo la idea que existe debajo es la longitud del curriculum del nivel y que la estadistica
se encuentra al final y en este orden se trabaja.

La tercera categoria responde a una queja de muchos profesores, pero no en esta
encuesta, “el nivel o perfil del alumnado”. En este caso justifican que no se trabaja
estadistica porque no se puede trabajar todo el temario debido al nivel del alumnado y de
nuevo la estadistica se situa al final y es la que paga esta situacion.

La cuarta categoria la conforman los que responden directamente que “son los
ultimos temas”, aunque debajo y sin indicarlo subyacen las problematicas de las tres
primeras categorias.

Por ultimo y aunque son pocos, aquellos que indican que debido a ausencias del
profesorado y su tardanza en sustituir el temario no se dio de forma completa, pero que se

suele dar.
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En realidad, las cuatro primeras categorias muestran la misma problematica, la
estadistica se encuentra al final y no se contempla, dentro de la autonomia pedagogica de
los departamentos, cambiar ese orden, por tanto, como el temario es muy largo, el tiempo
escaso o los estudiantes lo ponen dificil no se llega.

Sin embargo, y aunque no se incluye en la tabla 46, la mayoria de los centros, 30
de 34 centros, en los que la estadistica si se imparte, se hace porque el orden se modifica
en dicho curso, adelantando el bloque de estadistica. En otros centros indican que en 3°
de ESO no se imparte, pero para que se vea en algun curso, ese cambio de orden se hace
en 4°de ESO. Por tanto, existe una posible solucidon, en uno o varios cursos hay que
seguir un orden diferente al que marca el curriculum estatal y autonémico.

La ultima cuestion que se plantea en la encuesta aborda la opinién que les merece
como profesionales el hecho de no impartir estadistica en caso de que en su centro no se
haga, aunque si se impartia también podian opinar sobre el hecho de que en muchos
centros no se haga. En este caso la inmensa mayoria indicaba que les parecia mal o
frustrante, pero también hay profesores que podemos denominar “aritmético —
algebraicos” que les parece oportuno sacrificar la estadistica en pos de dedicar mas
tiempo a los primeros bloques.

Para finalizar el capitulo transcribo literalmente algunas de esas opiniones, ya que
es oportuno dar voz a los profesionales que se enfrenta al problema a diario.

- Entre los que le parece mal destaco las siguientes:
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“Me parece negativo para el alumnado. Deberian contar con los profesores a la
hora de realizar el curriculum para que se adapte a las necesidades reales de la sociedad y
eso incluye que se dé la estadistica en 3° de ESO.”

“Es un hecho que hoy dia la Estadistica tiene un mayor alcance y aplicacion en el
campo de todas las disciplinas sociales y cientificas que la matematica que se da en
bachillerato. El problema es que esta materia no se imparte en bachillerato cientifico-
tecnologico, en el que se da mayor prioridad a otros temas matematicos ya si no en
desuso, si con una utilidad minima y especifica, tales como la Geometria analitica en el
espacio, o los métodos de integracion. A partir de aqui, dado que la Universidad exige
estos contenidos en Selectividad, estd montado todo el sistema desde abajo. Es decir, se
priorizan estudios de funciones u operaciones con nimeros fraccionarios antes que el
conocimiento bésico del concepto de muestreo, por ejemplo. Craso error, sin duda. Creo
que es un imperativo de la sociedad del conocimiento que la Estadistica tenga un lugar
propio en los sistemas educativos y sea una materia casi de caracter obligatorio a partir de
un cierto nivel, que bien podria ser 3° ESO, ademas de ser combinada con técnicas TIC.”

“Debe de cursase ya que en la actual legislacion es un contenido. En nuestro
centro desde hace varios afios comenzamos el temario con la Estadistica para garantizar
que nuestros alumnos la dan. Es una pena que alumnos que luego hacen estudios
universitarios relacionados con ciencias de la Salud como Medicina o biomedicina, no
tenga ni la menor idea de los conceptos basicos de la Estadistica. En el caso del

bachillerato de ciencias biosanitario deberia ser obligatoria la Estadistica.”
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“Tal y como est4 configurada la asignatura de matematicas para la ESO, se dedica
mucho tiempo a Aritmética, Algebra y Analisis y se deja de lado la Geometria y la
Estadistica porque son los tltimos bloques. Muchas veces, quizas por su facilidad, se deja
la Estadistica para impartirla en un solo curso. Considero que se le deberia dar mas
importancia puesto que aparece mucho en la vida cotidiana y los medios de
comunicacion.”

- Entre los profesores aritmético — algebraicos destaco:

“No me parece mal porque cuando falta tiempo algo hay que quitar y mejor quitar
la estadistica...”

“Yo como profesor de matematicas hago mucho hincapié¢ en la necesidad de
impartir los temas de estadistica, aunque algunos compafieros no son tan partidarios.
Pueden llamarse profesores eminentemente "Algebraico-Numéricos".”

“Que si no da tiempo a todo, mejor recortar en estadistica que no en algebra, ...”

- Y por supuesto hay profesores que achacan el hecho a la falta de tiempo:

“Es lo que pasa cuando los curriculos son tan ambiciosos como los de los
BOE/BOJA. no me parece ni bien ni mal, los alumnos no dejan de aprender y trabajar, si
es sobre otros contenidos ;qué hacemos? también le pasa a la geometria en algunos
cursos. desde que se dan tres horas semanales en 2° de ESO es dificil que los alumnos
respondan en tercero.”

“El profesor se tiene que adaptar al nivel de su alumnado, el curso pasado fue
necesario pararse mas en algunos contenidos anteriores que les costd y no pudimos

completar la programacion.”
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“Es la eterna lucha el llegar a impartir finalmente la unidad de estadistica, porque
no da tiempo, es muy ajustado. En este Centro se intenta dar, aunque no se complete toda
la unidad, pero en gran medida se dan los contenidos mas importantes y se evalllan
también.”

En la tabla 47 encontramos un resumen numérico de dichas opiniones:

Tabla 47. Opiniones del profesorado sobre la no ensenianza de la estadistica

Opiniones Numero de profesores
No les parece correcto 48

Profesores aritmético - algebraicos 9

Falta de tiempo 29

Como resumen final, se observa que practicamente en un 68% de los grupos no se
trabaja estadistica en 3° de ESO. Que los motivos que se aducen, aunque se vinculan a la
longitud del curriculum o el nivel de alumnado estan relacionados con el orden de este
como estudidbamos en el apartado 6.3.2. sobre la macroestructura de los libros. Y lo mas
sorprendente, que hay profesores que minusvaloran o que no les importa que la
estadistica no se ensefie. Para acabar con todo esto, lo que hacen los centros que si la

trabajan es cambiar el orden establecido por el curriculum y los libros de texto.



Capitulo 8

Conclusiones de la tesis

Para finalizar esta tesis se presentan unas conclusiones generales y ademas la
implicacion que para la ensefanza y la investigacion tiene este trabajo. También se
discutiran las posibles lineas de investigacion que quedan abiertas, las limitaciones de
esta tesis y los futuros trabajos que se pueden realizar a partir de éste.

8.1. Conclusiones.

En este apartado se van a presentar unas conclusiones sobre las hipotesis y
objetivos del trabajo.

8.1.1. Conclusiones sobre los objetivos.

Se planteaban tres objetivos, con sus subobjetivos, para esta tesis:

En primer lugar, realizar un andlisis detallado de la presentacion de las medidas
de dispersion en los libros de texto de 3° y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria, con
la finalidad de caracterizar el significado pretendido en las distintas modalidades que se
presentan, y para alcanzar este objetivo se definian una serie de sub - objetivos para tratar
de alcanzarlo.

Para alcanzar este objetivo en el capitulo 6 se ha planteado la micro y
macroestructura de los textos siguiendo el planteamiento de autores como Valverde et al.
(2002) o Haggarty y Pepin (2002), asi como un andlisis bajo el EOS planteado por

Godino y Batanero (1994) y otros colaboradores en el que se estudiaban los 6 elementos
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de significado, obteniendo algunos conflictos semiodticos que se presentan en los textos.
Por tanto, este objetivo ha sido alcanzado de forma satisfactoria.

En segundo lugar, se planteaba realizar un andlisis de la macroestructura de los
libros de texto, con la finalidad de observar si esta afecta al tratamiento de la estadistica
en 3°y 4° de Educaciéon Secundaria Obligatoria. Este objetivo se establecia debido a una
afirmacion realizada por Batanero (2001) en la que se afirmaba que la estadistica se
dejaba para el final o se omitia en las ensefianzas primaria y secundaria. Este objetivo
también se ha trabajado en el capitulo 6, donde se ha observado que efectivamente la
estadistica no tiene la misma consideracion que otras areas de las matemadticas en los
libros de texto. Por tanto, este objetivo también se ha alcanzado de forma satisfactoria.

En tercer lugar, se pretendia realizar un estudio exploratorio de evaluacion de
conocimientos matematicos en alumnos de 3° de Educacién Secundaria Obligatoria,
utilizando el instrumento de evaluacion construido para tal efecto, para ello nos hemos
basado en la base de datos ARTIST que proponen Garfield, delMas, y Chance (2003). En
este caso, este objetivo se ha perseguido en el capitulo 7. Dado que la muestra era
intencional su tamafio final ha sido pequefio y no ha permitido realizar un analisis amplio,
por tanto, las conclusiones no son extrapolables. Sin embargo, y aunque el grado de
satisfaccion con la consecucion de este objetivo no es alta, si que se puede dar por
conseguido, ya que se ha elaborado la herramienta y se ha pasado en ciertos grupos,

obteniendo algunas conclusiones interesantes a pesar del tamafio de la muestra.
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Por ultimo, se proponia también realizar una encuesta que nos permitiera valorar
la ensefianza de la estadistica en 3° de ESO, es decir, si estas unidades se trabajaban o no
en el nivel. En el capitulo 7 hemos realizado dicha encuesta, y aunque por motivos ajenos
a nosotros y a pesar de nuestro esfuerzo ha habido una tasa de no respuesta mayor de lo
esperado el grado de consecucion de este objetivo es alto, ya que hemos llegado a una
parte importante de centros de Andalucia con nuestra encuesta.

8.1.2. Conclusiones sobre las hipdtesis.

Se planteaban 5 hipotesis y ahora se muestra el resultado de cada una de ellas.

H.1. Al evaluar los textos se espera encontrar una exposicion deficiente en
diferentes medidas de dispersion.

Esta hipotesis se planted debido al estudio previo realizado por Ortega y Estepa
(2006) en el que se encontraban errores en libros de la LOGSE (MEC, 1990).
Efectivamente, al realizar el andlisis de los textos se han encontrado algunas deficiencias,
principalmente en algunos contenidos especificos como el diagrama de caja, o la falta de
argumentos para vincular diferentes expresiones algebraicas. Por tanto, se verifica la
primera hipotesis. Al estudiar la idoneidad didéctica a pesar de ordenarla de alta a baja de
forma comparativa, encontramos que algunos de los indicadores analizados no son
especialmente buenos en la mayoria de los textos debido a que tal y como se planteaba en
esta hipdtesis, la exposicion de algunos contenidos en los textos no es acertada.

H.2. Al evaluar los textos se espera encontrar diferentes tipos de conflictos

semioticos.
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Estepa y Ortega (2005a) encontraban numerosos conflictos semidticos al analizar
los libros de texto universitarios, en esta tesis se plante6 esta hipotesis porque se esperaba
que sucediese lo mismo en los libros de texto de secundaria. En el apartado 6.6 se
especifican los diferentes tipos de conflictos semidticos que se han encontrado en la
exposicion de las medidas de dispersion en los libros de texto, se han agrupado en
diferentes categorias, conflictos semio6ticos debidos a significados no trabajados, debidos
a significados incompletos y debidos a falta de argumentos. En este caso se habla de
potenciales conflictos, ya que para cada estudiante puede suponer o no un problema. En
este caso la hipotesis también se verifica al encontrar los diferentes conflictos.

H.3 Al evaluar los textos se espera que el bloque de estadistica esté¢ infra
representado con respecto al resto.

Siguiendo el planteamiento de Batanero (2001), era de esperar que no solo se
omitiese o se dejase para el final la estadistica, sino que, conscientes de ello, las
editoriales no prestasen la suficiente atencion a este bloque en sus libros. En este caso,
esta hipotesis se verifica en 3° de ESO y en algunos textos de 4° de ESO opcién A, pero
no en la opcidn B, asi que tal y como est4 planteada, a nivel general, no se verifica, pero
es un buen punto de partida para analizar por qué en unos si y en otros no.

H.4 Al evaluar los textos se espera que la estadistica sea el tema o bloque final.

De nuevo, basandonos en la hipdtesis planteada en Batanero (2001) se planteaba

en esta tesis para verificarla. Como se ha mostrado en el capitulo 6, en todos los textos
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analizados la estadistica es el bloque final, por tanto, para la muestra presentada, esta
hipotesis se verifica.

H.5 Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar algunas
dificultades en conceptos estadisticos elementales requeridos para el trabajo con las
medidas de dispersion. Ortega y Estepa (2005) habian realizado un cuestionario de
caracter exploratorio a estudiantes que no habian trabajado aun la estadistica. En este
estudio se encontraron preconcepciones y dificultades propias de no haber trabajado estas
unidades. Por tanto, se planted realizar un nuevo cuestionario en el que la hipdtesis era
que, tras su ensefianza, aunque existiera mejora, las dificultades persisten, como se ha
observado en los estudios previos de Dubreil-Frémont, Chevallier-Gaté, y Zendrera
(2014), Garfield, DelMas, y Chance (2007), Lee y Lee (2011), Turegun (2011) o Watson
y Kelly (2008).

H.5.1. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar que
conocen mejor y manipulan con mas facilidad las medidas de tendencia central que las de
dispersion.

Como se puede observar en el resultado del andlisis del item 1 del test, la media la
calculan correctamente el doble de estudiantes que las medidas de dispersion, por tanto,
esta hipdtesis se verifica.

H.5.2. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar
deficiencias en algunos tipos de medidas de dispersion.

La medida que mas cuesta a los estudiantes es el coeficiente de variacion, pero en

general, ninguna de las medidas de dispersion es calculada o conocida por al menos la
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mitad de los estudiantes encuestados, por tanto, existen lagunas. En algunos de los
estudiantes que se lanzan a dar respuesta se observa dificultades en el manejo de las
formulas, con lo cual es mejorable el trabajo de esta unidad. La hipotesis se verifica.

H.5.3. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar
dificultades de calculo en la desviacion tipica.

Si bien es cierto que hay problemas en el calculo de la desviacion tipica, el
principal caballo de batalla debe ser la varianza, porque hay alumnos que no calculan
bien esta medida y, sin embargo, a partir de datos erroneos, si que consiguen llegar a la
desviacion tipica, incorrecta ya que parten de una varianza incorrecta. Por tanto, la
hipotesis se verifica.

H.5.4. Al evaluar los conocimientos de los estudiantes se prevé encontrar
dificultades de interpretacion en la desviacion tipica.

Aunque cerca de un 40% son capaces de responder correctamente sobre el tamafio
de la desviacion tipica, no son ni la mitad los que pueden argumentar correctamente su
decision, asi como el manejo de las propiedades bésicas de la desviacion tipica. Por tanto,
la hipdtesis se verifica.

Como se verifican las sub-hipdtesis, la hipotesis principal se verifica, ya que es
obvio que los estudiantes tienen dificultades en el manejo fundamental de algunos
conceptos, como el de datos agrupados, u otros, que perjudican a su comprension sobre

las medidas de dispersion.
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H.6. En el estudio de la encuesta se espera encontrar que la mayoria de los centros
andaluces no trabajan las unidades didacticas del bloque estadistico en 3° de ESO.

Como hemos podido comprobar en la encuesta realizada, el porcentaje de grupos
escolares de 3° de ESO en los que no se trabaja el bloque de estadistica se eleva hasta el
67%. Es decir, dos de cada tres grupos de 3° de ESO no trabajaran los temas relacionados
con la estadistica en este nivel. Por tanto, la hipotesis queda verificada. Esta suposicion
ya la habia realizado Batanero (2001) y aunque la encuesta no ha cubierto toda la etapa
educativa ni es a nivel nacional, pone de manifiesto que algo no se esta haciendo bien en
Andalucia en 3° de ESO con los bloques de estadistica.

8.1.3. Conclusiones sobre el problema de investigacion.

Se planteaban en esta tesis las siguientes preguntas para orientar el problema de
investigacion:

e Estan las medidas de dispersion integradas adecuadamente en los libros
de texto de la LOE?

e ,Presentan los libros de texto conflictos semidticos al tratar las medidas de
dispersion?

e Transmiten adecuadamente los libros de texto las medidas de dispersion a
los estudiantes de 3° de ESO?

e ;Calculan adecuadamente los estudiantes de 3° de ESO las medidas de
dispersion?

e ;Comprenden los estudiantes de 3° de ESO las propiedades y el uso de las

medidas de dispersion?
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e /Se trabaja la unidad didactica de estadistica en 3° de ESO?

A través de las hipodtesis planteadas hemos dado respuesta a dichas preguntas,
como hemos visto en diferentes puntos de esta tesis, las medidas de dispersion no estan
correctamente integradas en todos los libros de texto, dependiendo del curso y del nivel
unos son mejores que otros, aunque la editorial SM suele destacar por su buen papel, esto
se puede deber en parte a que actualmente no existe una revision oficial de los libros de
texto por parte de ningun organismo oficial, como sucedia con legislaciones anteriores.
Por tanto, y tal y como propondremos en el siguiente punto, una propuesta es que los
libros de texto se vuelvan a verificar por el ministerio para comprobar que todos los
contenidos curriculares estan incluidos. Que haya contenidos que no se trabajen, u otros
que se trabajan deficientemente hace que surjan diferentes conflictos semidticos, adaptar
los libros de texto al alumnado (transposicion didactica) es un trabajo arduo y los
continuos cambios legislativos no favorecen que se haga, ya que hay que preparar nuevo
material contrarreloj, pero de nuevo una revision por parte del ministerio reduciria estos
problemas. Para estudiar la transmision de los textos hemos analizado la idoneidad
didactica de los diferentes textos, como indicaba algunas editoriales destacan en unos u
otros aspectos, aunque la mas balanceada suele ser SM. Los alumnos tienen serias
dificultades para entender y calcular las diferentes medidas de dispersion, el resultado de
la prueba nos indica que a pesar de explicar la unidad la mayoria presenta serias
deficiencias en su comprension. Una posible solucion seria que esta unidad se trabaje en

otro momento del curso, y no al final. Esta conclusion se hace extensiva a las propiedades
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de las medidas de dispersion, ya que, al no entender su célculo y significado, la
comprension de sus propiedades es deficiente.
8.2. Implicaciones para la ensefianza.

Nos hallamos en un momento de cambio en las aulas, se esta finalizando el
reemplazo de la antigua LOE (MEC, 2006) por la LOMCE (MECD, 2013) y como se
mostraba en el capitulo 2, este cambio trae un avance de las medidas de dispersion, que
se implantan desde 1° de ESO, en lugar de desde 3° con la anterior LOE, y ademds una
profundizacidon mas temprana sobre ellas.

Como implicaciones de este trabajo se pueden plantear:

e Cambiar las programaciones en los centros educativos para impartir en
algunos cursos la estadistica en primer lugar alterando asi el orden que
como veiamos en el capitulo 2 plantea el curriculum y que como
observabamos en el capitulo 6 mantienen los libros de texto. Se ha
observado que al ser el ultimo bloque en los libros de texto es un bloque
que se deja para el final. En un temario que ya de por si es denso implica
que una mayoria de los estudiantes no llegan a este bloque. Por tanto, y a
pesar de su inclusion en mas cursos, si no se adelanta en algunos de ellos
en la planificaciéon puede que este esfuerzo en el curriculum quede sin
efectos practicos. Ademas, se ha observado en la encuesta realizada y
analizada en el capitulo 7 que los centros donde se trabaja esta unidad es

porque realizan este cambio, propuesto por numerosos docentes.
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e Vuelta a una revision de los libros de texto por parte del ministerio. Se ha
observado que algunos textos estan incompletos. En leyes anteriores
existia un organismo regulador que vigilaba que el curriculum estuviese
completo en los libros de texto, esto ya no sucede, permitiendo que libros
incompletos lleguen a las aulas tal y como se puede observar leyendo la
LOE que dice actualmente en su disposicion adicional cuarta, apartados 2
y 3 (que no ha sido modificada por la LOMCE)

2. La edicion y adopcion de los libros de texto y demas materiales no requeriran
la previa autorizacion de la Administracion educativa. En todo caso, éstos deberan
adaptarse al rigor cientifico adecuado a las edades de los alumnos y al curriculo aprobado
por cada Administracion educativa.

3. La supervision de los libros de texto y otros materiales curriculares constituira
parte del proceso ordinario de inspeccion que ejerce la Administracion educativa sobre la
totalidad de elementos que integran el proceso de ensefianza y aprendizaje, (MEC, 2006,
p.17195)

e Dar mas importancia a las desviaciones y la desviacion media como punto
de partida hacia la varianza, para que el estudiante comprenda la
importancia y la formula de la medida que se estd calculando. Esto ya se
hacia en algunos libros de texto como Vizmanos y Anzola (1995), en el
que ademas de darle una unidad solo a las medidas de dispersion, explica

claramente como surgen la desviacion media y la varianza tal y como se

puede observar en la figura 77.



CAPITULO 8

370

CONCLUSIONES DE LA TESIS

&Cudnto vale la suma de todas las diferencias en el grupo A? &Y en el B? Vale O en los dos.

Las diferencias entre cada valor de la variable x; y la media aritmética X se
llaman desviaciones respecto a la media (d)).

d=x—x
Cada diferencia d, nos da una idea de cdmo se aproximan los valores x; a la media aritmética

x. Estas diferencias pueden ser positivas, negativas o nulas.

Has comprobado con los ejemplos que la suma de las desviaciones respecto a la media es
0. Por tanto, no podemos utilizar esta suma para medir la dispersion, Con el fin de evitarlo, se
recurre a dos procedimientos que veremos en las paginas siguientes:

a) Utilizar el valor absoluto de las desviaciones respecto a la media.

b) Utilizar el cuadrado de las desviaciones respecto a la media.

Figura 77. Introduccion de la desviacion media y la varianza. (Vizmanos y Anzola, 1995, p.274)

¢ FEl momento de cambio no es solo legislativo, también de paradigmas
educativos. Actualmente el trabajo colaborativo y basado en proyectos
estd en auge y la propia legislacion exige trabajar de este modo a los
docentes en sus orientaciones metodologicas tal y como también indicaban
algunos autores como Sanchez y Orta (2013) o por ejemplo el libro de
proyectos publicado por Batanero y Diaz (2011) que se puede emplear
para la enseflanza de la estadistica dando cumplimiento al siguiente
parrafo de la legislacion:

Se emplearan metodologias activas que contextualicen el proceso educativo, que
presenten de manera relacionada los contenidos y que fomenten el aprendizaje por
proyectos, centros de interés, o estudios de casos, favoreciendo la participacion, la
experimentacion y la motivacion de los alumnos y alumnas al dotar de funcionalidad y
transferibilidad a los aprendizajes. (CEJA, 2016, art. 4)

e Como implicacién, muy ambiciosa eso si, se puede plantear también una
reflexion sobre el curriculum, ya que la mayor parte del profesorado indica

que es muy denso o largo. Es evidente que la clase politica y sus asesores,
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que legislan sobre los elementos didacticos que se plantean en la
ensefianza, deberian escuchar al profesorado y debatir el curriculum, ya
que hoy dia es imposible trabajar de forma completa temarios tan
ambiciosos como el de 2° de ESO con tres horas semanales. Una posible
propuesta es eliminar el concepto de curriculum en espiral y pasar a un
curriculum centrado en bloques, ya que actualmente se cuenta con la
ventaja de 4 cursos obligatorios de matematicas. En esa propuesta el
primer curso estaria centrados en la aritmética, el segundo curso en el
algebra y las funciones, el tercero en la geometria y el cuarto en la
estadistica, trabajando algunos de estos bloques de forma secundaria (pero
no extensa, como actualmente) cada curso, de esta forma se garantizaria
que los estudiantes que cursen la ESO han podido ver todos los bloques de
contenidos que actualmente se proponen en la ley.
8.3. Implicaciones para la investigacion y lineas abiertas.
Teniendo en cuenta lo aportado en el trabajo, vemos que son numerosas las lineas
de investigacion futuras. Entre ellas destacamos las siguientes:
Realizacion del analisis de las medidas de dispersion en libros de texto de la
LOMCE. Debido a los tiempos de este trabajo, nos hemos centrado en los libros de la
LOE, por tanto, en un futuro queda pendiente realizar un andlisis y por qué no una

comparacion entre los textos LOE y LOMCE.
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Ampliacion del estudio del curriculum a otras comunidades autonomas, con el fin
de estudiar si se mantiene el orden de bloques que da el ministerio o se hace alguna
propuesta de cambio en el mismo.

También se puede estudiar si existen recomendaciones metodoldgicas distintas o
mas concretas en los curriculum de otras comunidades autonomas.

Ademas del andlisis LOE — LOMCE y ya que en esta tesis solo se ha analizado el
caso de la dispersion univariante debido a los cursos seleccionados seria conveniente
analizar la dispersion tanto en probabilidad como en inferencia, asi como en el estudio de
la regresion y correlacion. Por otro lado, seria bueno extender el estudio a los libros de
Bachillerato.

Una vez analizados los libros de texto se podria acordar con centros que usen
dichas editoriales la realizacion de experimentos de ensefianza sobre la dispersion.
Aunque en los antecedentes se han descrito algunos de estos experimentos, en general no
estan basados en estudios de evaluacion previos y globales.

Una vez que ya disponemos de un cuestionario para evaluar la comprension de la
dispersion por parte del alumnado y detectados centros en los que se trabaja la estadistica
en 3° de ESO es posible la repeticion del test con una muestra mayor, en la que ademas se
trabaje la unidad de estadistica en otro momento del curso y no al final. Ya que los
tiempos también influyen en la comprension. En todo caso se podrian realizar dos test
con una muestra mayor en los dos momentos académicos y comparar los resultados.

Ademas de los estudios anteriores, es posible ampliar la encuesta sobre la

ensefianza de la estadistica en 3° de ESO a otras comunidades autonomas y otros niveles,
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como 4° de ESO y 2° de Bachillerato que también pueden ser de interés, debido a que esta
tesis se enmarca en un territorio concreto (Andalucia) y en un nivel concreto para el
cuestionario (3° de ESO) y es posible que en otras comunidades y niveles se trabaje

estadistica en otro orden.
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Apéndices
Apéndice 1. Informe favorable del comité de ética de 1a Universidad de Jaén para el

uso de cuestionarios en menores de edad.

UNIVERSIDAD DE JAEN

Vicerrectorado de Investigacion

COMISION DE ETICA

Tipo de actividad : Proyecto de tesis

Referencia: CEIH 060415-1

Titulo de la actividad: La dispersion y su ensefianza

Convocatoria y/o entidad a la que se presenta: Proyecto de tesis doctoral UJA
- Doctorando : Jesus Del Pino Ruiz

Tipo de documentacion examinada: Protocolo de investigacion (version 6-4-

2015); Informacion a participantes y consentimiento

Tipo de experimentacién o actividad sometida a informe: Investigacion en
humanos: entrevistas, encuestas y test

Informe que se emite : FAVORABLE

Observaciones:

Jaén, 30 de junio de 2015

Amelia Aranega Jiménez
Presidenta de la Comision de Etica

Vicerrectorado de InvestigacionDesarrollo Tecnolégico e Innovacion

Campus Las Lagunills, s/n. Edificio B-1 Rectorado —  Telf. 953 212597 —  Fax 953 211968 —  E-mail: vicinv(@ujacn.cs
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Apéndice 2. Informacion a participantes y consentimiento.

HOJA INFORMATIVA.

Hola, mi nombre es Jesus del Pino Ruiz, me dirijo a usted para solicitarle permiso
para realizar unos test a su hijo/a.

En esta hoja trataré de explicarle en qué consiste la investigacion que realizo y por
qué la realizacion de este test por parte de su hijo/a es importante.

Mi tesis doctoral se enmarca dentro de la ensefianza de las matematicas. En
estudios previos se ha detectado dificultades en el alumnado en otros paises para la
comprension de ciertas nociones y una de ellas es la dispersion en estadistica. Por tanto,
queremos saber qué problemas especificos tienen los alumnos de Andalucia en la
comprension de esta drea de la estadistica. Para ello realizamos este test. Estos test
respetaran las actuales leyes de proteccion de datos resefiadas abajo.* La bateria de test
tendrd una duracion aproximada de 30-60 minutos y se realizaran durante una sesion de
clase de matematicas.

El objetivo es que una vez conocidos los resultados de estos test podamos
encontrar los puntos débiles de la ensefianza de la dispersion estadistica y mejorar la

forma en que estos conceptos son ensenados para mejorar la calidad educativa.

Por tanto, su participacion y la de su hijo/a es importante para entender los
problemas que tiene el sistema educativo actual y mejorarlo.

Atentamente.

Jesus del Pino Ruiz.

4 Ley Organica 15/1999, de 13 de diciembre, de Proteccion de Datos de Carécter Personal. (Texto
consolidado de 5 de marzo de 2011)
Real Decreto 1720/2007, de 21 de diciembre, por el que se aprueba el Reglamento de desarrollo de

la Ley Orgénica 15/1999, de 13 de diciembre, de proteccion de datos de caracter personal.
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CONSENTIMIENTO DE LOS PADRES.

Datos del estudio.

Investigadores principales: Jesus del Pino Ruiz/Antonio Estepa Castro.
Titulo del proyecto: La dispersion y su ensefianza.
Centro: Universidad de Jaén.

Nombre del participante:

Nombre del padre/madre/tutor:

1. Declaro que he leido la Hoja de Informacion sobre el test citado.

2. Se me ha entregado una copia de la Hoja de Informacion al Participante. Se me
han explicado las caracteristicas y el objetivo del estudio y los posibles beneficios del
mismo.

3. Se me ha asegurado que se mantendré la confidencialidad de mis datos.

4. El consentimiento lo otorgo de manera voluntaria y sé que soy libre de
retirarme del estudio en cualquier momento del mismo y por cualquier razon.

D./D* , con DNI/pasaporte en vigor
nimero , en mi condicibn de padre/madre/tutor/tutora de
D./D? , con DNlI/pasaporte en vigor
nimero ,por la presente AUTORIZO a mi hijo/hija/pupilo/pupila a

realizar la bateria de test para el estudio La dispersion y su ensefianza.

En ,a de de

Fdo:
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CONSENTIMIENTO DE LOS ESTUDIANTES.

Datos del estudio.

Investigadores principales: Jesus del Pino Ruiz/Antonio Estepa Castro.
Titulo del proyecto: La dispersion y su ensefianza.
Centro: Universidad de Jaén.

Nombre del participante:

1. Declaro que he leido la Hoja de Informacion sobre el test citado.

2. Se me ha entregado una copia de la Hoja de Informacion al Participante. Se me
han explicado las caracteristicas y el objetivo del estudio y los posibles beneficios del
mismo.

3. Se me ha asegurado que se mantendré la confidencialidad de mis datos.

4. El consentimiento lo otorgo de manera voluntaria y sé que soy libre de
retirarme del estudio en cualquier momento del mismo y por cualquier razon.

D./D* , con DNI/pasaporte en vigor nimero
, por la presente ACEPTO realizar la bateria de test para el estudio
La dispersion y su ensefianza. (Es necesario adjuntar también el permiso del
padre/madre/tutor)

En ,a de de

Fdo:
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Apéndice 3. Ejemplo de situaciones didacticas que aparecen en los libros de texto y

su codificacion.

Situaciones Libro Ejemplo

/Ejercicios
S1 4ASM ,
El 3SM 14
S2 4BSM 4, Lasigyents tabla presa .
N.% de horas M.° de slumnaos
I

i desviacion tipica
E2 3A 2 Hal 1 la yuciones de |a act add 1 de la pagina anteri
S3a 3A
E3a 4BSM N
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Situaciones Libro Ejemplo
/Ejercicios
S3b 4AS
5). 009 El tampo, sn minutos, que un conjunta
de sstudeantss dedica a praparar un examen as:
20 SO 450 ¥ X 60
MO0 5D N &N 9
Lan calificaclionss de ese canjunta de estudiantes
ason [us siguiantas.

45 65 7 4 64 135 &R
£Cual as la madis y la desviacitn tpica de ambos
conjuntas? (Qué podemos hacer para comparar
20 variabllidad? LEn qué conjunto ‘cs datos estin
mas dispersos?

S3c 3SM g1, Dbserva estas gos distrbucones
m R 3
6 A
a <
2 2
0 aQ
123468 123 25 ¢
o] Calowln Lo media de cada una de ellas
bl Las gesviacones tipicas son: 5= 1,38 ys = 1,94,
Axacia estos valorys & Gada distnbucian
S4 4AA
2 . ® "
Interprees o sigusense diagrama de caja relativn a mar-
st de mibtadores de Jongioud
| 79m | [ T&m]
, |
- ce—
E4 4AA T =
| Hazel dingrama de caja correspon- | % h
diente 3 esta disteibucién de nows 1 o
b 15
) 2
a M
b 33
[0 53
7 2
I 14
0 b
10 L |
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Situaciones
/Ejercicios

Libro

Ejemplo

S5

E5

3A

3SM

728\ VYV Estas son las estarusras de 4 350 soddados:

ETATRA K
Wéﬂlmn |

|WSsetuccs | G2 |185|5301312 |95 A6 | Y7285 16| 20

Decimos que los soldados que tienen su esrarura
entre X4 G Y ¥+ 20 son ales, st 1a ticnen entre
X¥-20 y x-0,son bafory entre ¥ -0 y §+0,
san sormale. Estima qué anto por ciento de wlror,
de bigas y de moemales bav. ;Qué porcentaie hay e

altiimui v de bafisimor

19. De acuerdo con el amplo 8, hat un estudo ecta
ne distico complelo de Lo distrbucion dada en 18

tabla

T T —— e

1,520 156! 1600 LomiE 7201260 1,80] 1,841 7 881
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Apéndice 4. Cuestionario realizado a los centros andaluces sobre estadistica en 3° de
ESO.

Nombre del centro:

Localidad:

Provincia:

Numero de grupos de matematicas de 3° de ESO en el centro en el curso 2016-17,

incluyendo los de matematicas aplicadas.

Numero de grupos de 3° de ESO en los que se imparti6 la unidad de estadistica
completa, incluyendo medidas de dispersion y diagrama de caja, en el curso 2016-
17. Para considerarse como completo ademds debio de realizarse el examen o

evaluarse de algin modo.

En caso de no explicarse el tema de estadistica en todas las unidades, ;por qué

sucedid esto?

(Qué le parece como profesor que el tema de estadistica no se curse en todas las

unidades de 3° de ESO?
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Apéndice 5. Uso de la Guia de Reconocimiento de Objetos GROS.

En este apéndice se va a hacer un GROS resumen de algunos objetos que
aparecen en el libro de texto codificado como 3A, es decir, el libro de 3° de ESO de
Anaya.

Para analizar cada unidad didactica la hemos descompuesto en unidades de
analisis (y subunidades) tal y como se hace en Konic, Godino y Rivas (2010), para el

texto de 3A las unidades de andlisis son las siguientes.

Unidades de analisis | Subunidades Contenido Paginas
Situacion
uo uol introductoria 236-237
u02 Para empezar
U03 Deberas recordar
Ul1 Poblacion y muestra
ul U12 Actividades 238
U21 Variables estadisticas
u2 U22 Actividades 239
U3l El proceso que se
U3 sigue en estadistica 240
U32 Actividades
U41 Confeccion de ~una
U4 tabla de frecuencias 241
U42 Actividades
Us Us1 Gréfico adecuado al |, ),
tipo de informacién
U52 Actividades
U6l Medida}s . de
U6 centralizacion 244
U62 Actividades
Medidas de
u7 vl dispersion 245
u72 Ejercicio resuelto
U73 Actividades
Us usl Cileulo de X y 0 en | 546 547
tablas de frecuencias
US82 Actividades
U9l Calculo de X y ¢ con
U9 calculadora 248-249
U92 Actividades
U101 Interpretacion 250-251
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Unidades de analisis | Subunidades Contenido Paginas
ul10 conjuntade Xy o
U102 Ejercicio resuelto
U103 Actividades
Ull Ulll Coeficiente de | 550
variacion
U112 Actividades
ul12 Ejercicios Y1 253257
problemas
Ul13 Para terminar 258
Ul14 Autoevaluacion 259

Lo vamos a hacer en concreto para la unidad de analisis 7,

las medidas de dispersion.

a) Lenguaje

en la que se presentan

OBJETOS SIGNIFICADOS

“datos” Diferentes valores de medida de una
magnitud.

dispersos Los datos son diferentes

“grado de separacion de los datos a la media” | Se usa como rodeo para definir las medidas de
dispersion

“DM” Desviacion media

“x” Media

“o” Desviacion tipica

“Cm2/ cm - Superficie/longitud”

Se usa este ejemplo para explicar por qué la
desviacion tipica es mdas practica que la
varianza.

Grafico que explica el concepto de recorrido o
rango, mostrando  implicitamente el
procedimiento de calculo.

b) Conceptos-definicion

OBJETOS

SIGNIFICADOS

Recorrido o rango

Es la diferencia entre el dato mayor y el dato
menor.

Desviacion media

Es el promedio de las distancias de los datos a
la media

Varianza

Es el promedio de los cuadrados de las
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distancias de los datos a la media

Desviacion tipica

Es la raiz cuadrada de la varianza

Medidas de dispersion

Parametros que sirven para medir como de
dispersos estan los datos

¢) Procedimientos

OBJETOS

SIGNIFICADOS

py < Al — x4t g - & Al — X

n n

La desviacion media se
calcula sumando los valores
absolutos de la diferencia de
cada valor con respecto a la
media y dividiendo el valor
de esta suma por el numero
de datos existentes.

(1 =)+ (=) %+ +(xn—%)* _ T(x;—%)*

n n

Varianza =

La wvarianza se calcula
sumando los cuadrados de la
diferencia de cada valor con
respecto a la media y
dividiendo el valor de esta
suma por el nimero de datos
existentes.

2 2 2 2

. xi+x5++x _ > xi _

Varianza = =1—2=_""1 _ 52 — T‘ — x?
n

La wvarianza se calcula
sumando los cuadrados de
cada valor con respecto a la
media, dividiendo el valor de
esta suma por el nimero de
datos existentes y restando
finalmente el cuadrado de la
media.

o =Vvarianza

La desviacion tipica es igual
a la raiz cuadrada de la
varianza.

d) Proposiciones

OBJETOS SIGNIFICADOS
Recorrido = 8
DM =244 Calculo de las medidas de dispersion en el

Varianza="7.11

Desviacion tipica = 2.67

ejemplo de empleo de los procedimientos

e) Argumentos

OBJETOS

SIGNIFICADOS

10-2=8

Justificacion de las proposiciones
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2—6/+[4—6[+[4—6]+ 22

=—=244
9

9
(2-6)2+(4—6)2+ (4 —6) + -
9 9

64

=—=711

o =Vvarianza =V7.11 = 2.67

f) Situaciones-problema

OBJETOS

SIGNIFICADOS

Obtener las medidas de dispersion de la
siguiente distribucion de datos: 2, 4, 4,4, 5, 7,
9,9,10

Calcular el rango, la desviacion media, la
varianza y la desviacion tipica del conjunto de
datos dado. (Ejercicio resuelto)

Halla las medidas de dispersion de esta
distribucion de pesos: 83, 65, 75, 72, 70, 80,
75,90, 68, 72

Calcular el rango, la desviacion media, la
varianza y la desviacion tipica del conjunto de
datos dado

Halla la varianza de la distribucion siguiente:
8,7,11,15,9,7,13, 15.

Calculala utilizando las dos formulas de la
varianza. Comprueba que es mucho mas como
da la segunda.

Calcula la varianza del conjunto de datos
dados empleando las dos formulas mostradas
en procedimientos. El alumno debe de ser
capaz de ver que la segunda forma es un
calculo abreviado de la primera.

Esta herramienta se ha utilizado para estudiar cada unidad de anélisis dentro de

cada unidad didactica en cada libro de texto.
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